Grupos Topologicos

La topologia y el algebra, dos ramas muy importantes de la matematica, se
relacionan de muchas maneras. La forma particular en la que lo hacen en
grupos topoldgicos es el tema de este curso-taller.

En la primera parte veremos los conceptos y construcciones mas elemen-
tales y los ejemplos. Daremos énfasis a los ejemplos que por sus aplica-
ciones en otras ramas de la matematica, como el analisis funcional y los
sistemas dinamicos, resulten importantes e interesantes.

En la segunda parte veremos como la relacion entre las operaciones de
grupo Y la topologia determina muchas de las propiedades topoldgicas de
las estructuras llamadas grupos topoldgicos. En particular, veremos propie-
dades como compacidad, conexidad y metrizabilidad (Teorema Birkho-
Kakutani sobre la metrizabilidad de los grupos topolégicos primero nume-
rable). El tratamiento procurara tener un estilo elemental sin detallar aspec-
tos técnicos.
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Introduccion

Los grupos topolbgicos son estructuras que aparecen de manera
natural en muchas ramas de la matematica como analisis funcional, sis-
temas dinamicos, teoria de representacion y muchos otros. Muchos ob-
jetos matematicos presentan una combinacion de estructura algebraica
y estructura topolégica. Espacios de funciones, espacios vectoriales
topolégicos, grupo de transformaciones y los campos topologicos son
algunos de los ejemplos mas importantes de este tipo de objetos. Un
grupo topologico es un ente matematico que consta de un grupo con
una topologia y la relacion que hay entre la topologia y las operaciones
del grupo son sencillas y naturales: las operaciones (la operaciéon del
grupo y la operacion de tomar inverso) deben de ser continuas.

En grupos topologicos, la estructura algebraica determina propie-
dades de la estructura topologica. Un ejemplo sencillo de esto es que
un grupo topoldgico siempre es homogéneo. Un ejemplo un poco
menos sencillo es que un grupo topologico es metrizable siempre que
sea primero numerable. Esta influencia es tan profunda y amplia
que podriamos hablar de “invariantes topoldgicos bajo condiciones al-
gebrdicas”. De hecho, las ideas, conceptos y construcciones que surgen
cuando el algebra y la topologia entran en contacto son tan variadas,
interesantes y versatiles que presenta ante nosotros un campo de estu-
dio extemadamente amplio e interesante. En este curso solo tocaremos
una parte muy ligera y superficial del tema.

Los grupos topologicos aparecen de una manera tan natural que
no es posible decir quién inicia la teoria de grupos topologicos.
Sin embargo, podemos mencionar a L.S. Pontryagin, A.A. Markov,
N. Bourbaki, M.I. Graev, S. Kakutani y E. van Kampen como unos
de los iniciadores de esta teoria. Mas adelante, matematicos como
W.W. Comfort, J. van Mill, E. van Douwen, A.V. Arhangel’skii y M. G.
Tkachenko hicieron importantes aportaciones.

En el capitulo 1, que es de caracter introductorio, definimos lo
que es un grupo topolégico, presentamos los ejemplos basicos y los
hechos mas generales. En el capitulo 1, veremos cocientes, productos
y otro tipo de construcciones con grupos topoldgicos. En el capitulo 2,

vii



viii INTRODUCCION

estudiaremos algunos tipos de grupos topologicos como los grupos
localmente compactos y grupos completos. Esperamos que estos pocos
temas de grupos topologicos despierten el interés en su estudio y
resalten la importancia del tema en areas como el analisis funcional y
los sistemas dinamicos. Las presentes notas estan basadas en el libro de
Grupos Topologicos de Hernandez, Tkachenko, Rend6n Villegas [51].

El origen del concepto de grupo topolégico los podemos remontar
a los trabajos de Marius Sophus Lie (vea [75]), quién consider6 grupos
definidos por ralciones analiticas. Otro origen de los grupos topologicos
la podemos hallar en los grupos de transformaciones (vea [74]). El
siguiente avance lo tenemos en los conceptos introducidos por David
Hilbert y Luitzen Egbertus Jan Brouwer en donde tenemos el desarrollo
de grupos topologicos mas generales que los grupos de Lie. Luitzen
Brouwer, mejor conocido por su teorema de punto fijo, probd que
el conjunto de Cantor set se le puede dar una estructura de grupo
topologico abeliano.

La definicion general de grupo topolégico fue dada por Franciszek
Leja en una comunicacion publicada en la Academia Polaca de Ciencias
[73] v por Otto Schreier en [100]. Los grupos topoldgicos localmente
euclideanos fueron estudiados por Flie Joseph Cartan en [14].

André Weil da una axiomatizacién muy interesante de la nocion de
topologia de un grupo topologico general en [115]. Segin Pontryagin
(vea [95]), Andréi Nikolayevich Kolmogorov observé que todo grupo
topologico es un espacio regular. Mas adelante, Pontryagin prob6 que
todo grupo topologico es un espacio de Tychonoff.
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Capitulo

Propiedades elementales de los
grupos topologicos

1.1. Definicién de grupo topolagico

La mayor parte de las ocasiones, utilizaremos la notacion multi-
plicativa para denotar la operacion binaria. Si trabajamos con un grupo
G usando la notacion multiplicativa, reservaremos el simbolo e, o bien
e, para denotar la identidad de G.

Un conjunto G con una operaciéon binaria - y una familia T de
subconjuntos de G se llama grupo topoldgico si

1. (G, ) es un grupo;

2. (G, 1) es un espacio topologico;

3. las funciones g;: (G, T) X (G, T) — (G, T) y g»: (G, T) — (G, T) dadas
por gi(x,¥) = x-yy g>(x) = x~! son continuas, donde x~! es el
inverso de x.

En ocasiones prescindiremos del uso del simbolo de operacion
binaria -, es decir, en vez de x - y escribiremos simplemente xy. La
continuidad de las funciones g; y g» equivale a pedir que la funcion
@: G x G — G definida por @(x, y) = x - y~! sea continua. Observe que
la operacién inversa g, es un homeomorfismo de G en G. En efecto,
como g, 1~ g,, la continuidad de g, implica de inmediato que 9, Les
continua.

Sean A y B subconjuntos de un grupo G. Entonces AB denota
al conjunto {ab :a € A;b € B} y A~! denota a {a~! : a € A}. A
subconjunto A de un grupo G se llama simétrico si A~! = A. Escribimos
aB en lugar de {a}By Ba en lugar de B{a}. Abreviamos AA como AZ.
De manera similar, A=2 = A-1A-L

Sea G un grupo. Para cualquier elemento a € G, las funciones
X — axyx+— xa de G en G se llaman traslaciones izquierda y derecha
de G por a y se denotan con A, y p,, respectivamente. Las traslaciones
son funciones biyectivas. Decimos que un grupo G es abeliano o
conmutativo si xy = yx, para todo x, y € G.

1



2 1. PROPIEDADES ELEMENTALES DE LOS GRUPOS TOPOLOGICOS

TeEOREMA 1.1.1. Considere un grupo topoldgico G. Si g € G es un
elemento fijo arbitrario, entonces las traslaciones izquierda y derecha A
y p, de G en si mismo, son homeomorfismos.

Una consecuencia inmediata de este resultado es que un grupo
topologico G es homogéneo. Veamos algunas consecuencias mas:
sia € Gy A, B, O, M subconjuntos de G, entonces cuando O es
abierto, los conjuntos a0 = A,(0), Oa = p,(0), O~ ', MO = UaeM a0y
OM = UaeM OA son abiertos; cuando A es cerrado, aA, Aa, A~! son
cerrados. Si A y B son compactos, también lo son ABy A~!. Se cumple

que
A= [ AwW= () wA.
WEN., WeEN.,

Sea G un grupo topologico. Si denotamos como N, a la familia de
vecindades de un punto x € G, la continuidad de las operaciones de G
implica que si x y ) son elementos de G, para cada U € N, existen
vecindades V € Ny y W € N, tales que VIW C U; y para cada U € N,
existe V€ N tal que V~! C U.

Con frecuencia nos referiremos al grupo topologico G con operacién
-y topologia T como la terna (G, -, 7). Si no hay ambigiiedad, usaremos
solo G.

Un subconjunto H de un grupo G se llama subgrupode G si xy € H,
parax,y € H,x ' €¢ Hy H# @. Si H es un subgrupo de G entonces,
para todo a € G, a~'Ha también es un subgrupo de G. Si H es a
subgrupo de G tal que a~'Ha = H para cada a € G, entonces decimos
que H es normal de G.

Si H es un subgrupo de un grupo G y a € G, entonces los conjuntos
aH y Ha se llaman clases laterales izquierda y derecha de H en G,
respectivamente. Dos clases laterales derechas Ha y Hb son ajenas
o coinciden. Mas aun, Ha = Hb si y solo si ab™' € H. En efecto,
ab~! € H implica que Hab~! C H? = H. Por lo tanto, Ha C Hb. De
manera similar, como (ab~!)~! = ba~! € H, tenemos que Hb C Ha.
En consecuencia, Ha = Hb. Reciprocamente, si Ha = Hb, entonces
hia = h,b para algin hy, h, € H, de donde ab~! = h'h;, € H.

Sea H un subgrupo normal de un grupo G. Entonces aH = Ha para
cada a € G. En otras palabras, las clases laterales izquierdas de H son
las mismas que las clases laterales derchas de H. Sobre el conjunto de
todas las clases laterales de H definimos una multiplicacion mediante
la regla aHbH = abH. Es facil ver que esta definicion de multiplicacion
de clases es correcta. En efecto, suponga que aH = a1H y bH = b1H
para a,a, € Gy b,b; € G. Entonces aal_l €EHYy bbl_1 € H de donde
tenemos, por ser H normal en G, que

ab(a\b,)"! =abb;'a;' € aHa|' = (aHa ')aa;' = Haa;' = H.
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En consecuencia, aHbH = abH = a,b1H = aiHb{H, mostrando asi
que el resultado de multiplicar dos clases laterales no dependen de la
eleccion de los representantes.

Para cada aH, tenemos que (aH)H = (aH)(eH) = aH y (a 'H)(aH) =
(a'a)H = eH = H. Esto muestra que H juega el papel de identidad en
el conjunto de todas las clases laterales y que a~'H es el inverso de
aH. Por lo tanto, el conjunto de todas las clases laterales de H es un
grupo con respecto a la multiplicacion definida antes. Este grupo se
llama el grupo cociente de G y se denota por G/H. Observe que si G es
un grupo abeliano, entonces el grupo cociente G/H esta definido para
cada subgrupo H de G.

Un homomorfismo de un grupo G en un grupo F es una funcion
f: G — F tal que f(ab) = f(a)f(b) para todos los a,b € G. Dado un
homomorfismo f: G — H, el conjunto {x € G : f(x) = ey} se llama
el niicleo de f y se denota por ker f. Se deduce de inmediato de la
definicion que ker f es un subgrupo de G.

Decimos que una funcién biyectiva f: G — H entre dos grupos
topologicos G y H es un isomorfismo topoldgico si f y f~! son homo-
morfismos continuos. Si G = H, elisomorfismo f se llama automorfismo
topologico. Dos grupos topologicos son topologicamente isomorfos si
existe un isomorfismo topologico de uno al otro. Utilizaremos el sim-
bolo G ¥ H para indicar que los grupos G y H son topologicamente
isomorfos.

Es facil ver que un isomorfismo topolégico y su inverso son
homomorfismos abiertos. En el siguiente teorema podemos observar
que un grupo topoldgico no abeliano admite muchos automorfismos.

TEOREMA 1.1.2. Sean G es un grupo topoldgico y a € G. Entonces la
funcion g(x) = axa~"' es un automorfismo topoldgico.

En el caso de los grupos abelianos, los automorfismos definidos en
el teorema anterior son triviales, es decir, son la identidad.

La topologia de un grupo topologico es mas facil que describir que
la de un espacio topolégico arbitrario. Basta describir una base local
para la identidad eg del grupo.

Lema 1.1.3. Sea G un grupo topoldgico, y sea N,, una base local
para la identidad e; del grupo. Entonces las familias {xU} y {Ux},
donde x toma valores en los elementos de G y U varia sobre todos los
elementos de N, son bases para la topologia de grupo de G.

El lema siguiente nos proporciona una base local para la identidad
formada por vecindades simétricas.
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LeEma 1.1.4. Si G es un grupo topoldgico y U € N,., entonces existe
V e N, tal que V—1 =V C U. Por lo tanto, las vecindades simétricas de
la identidad e constituyen una base local para eg.

LEMA 1.1.5. Sea G un grupo topoldgico.

1. SiU € N, entonces para cada n € N* existe V € N, con V'* C U
V*=V.....V, n factores).

2. SiU € N, entonces existe V € N,. conV C U. En particular, las
vecindades cerradas de e constituyen una base local de la identidad
cuyos elementos son subconjuntos cerrvados.

En lo sucesivo denotaremos con N*(e;) la base de vecindades
abiertas y simétricas para la identidad e; de un grupo topoldgico
G. Sean G un grupo topologico, U € N,, y n € N*, entonces de la
continuidad de la operacion de grupo, vemos que existe V € N, tal
que V" C U. Suponga que U € N}y que U? C B, entonces U C B. En
efecto, si x € U, entonces xUNU # &; es decir, existen u, u, € U tales
que xu; = Uy, por lo cual x = upu;' € UU' = U? C B. Asi que U C B.

Ya sabemos que todo grupo topologico es un espacio homogéneo.
Por lo tanto, para demostrar propiedades locales en un grupo topoldgico
(por ejemplo, conexidad local, compacidad local, caracter numerable,
etc.) es suficiente con verificar la propiedad en la identidad del grupo.
Una de éstas es la propiedad Ts.

PROPOSICION 1.1.6. Sea G un grupo topoldgico. Si A C G es compacto
Y B C G cerrado, entonces AB y BA son cerrados.

DEMOSTRACION. Probaremos que BA es cerrado. Para ello, veremos
que G\ BA es abierto. Sea a € G\ BA. Para cada x € A el conjunto Bx es
cerrado, asi que existen vecindades Uy, V, € N*(eg) con aUy N Bx = &
y V,% C Uy., aVy NBxV, = @. Los abiertos xV,, con x € A, cubren a A,

asi que existe una subfamilia finita, x;Vy,, i = 1,...,n, que cubre a A.
Sea
n
W=V
i=1

El conjunto W es abierto y simétrico, y ademas aW N Bx;Vy, = @ para
todo i < n. Por lo tanto, aW [BA = @. Asi que aW es una vecindad
abierta de a ajena a BA. En forma similar se prueba que el producto AB
es cerrado en G. O

Si G es un grupo no trivial con la topologia indiscreta, tenemos
un grupo topolégico que no es T} o Ty. Pero si un grupo topologico
es Ty, dado que también es T3, el grupo es regular y por lo tanto es
un espacio de Hausdorff. En adelante consideraremos sélo grupos Ty,
es decir, todos nuestros grupos seran espacios regulares. De hecho,
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mas adelante se probara que todo grupo T, es un espacio de Tikhonov.
Observe que para todo grupo topologico G, la propiedad de ser Ty
equivale a ser Tp; en particular, {e} es un conjunto cerrado en G.

En los grupos topologicos los subespacios compactos tienen pro-
piedades similares a las de los puntos en relacion con las condiciones
de separacion.

TEOREMA 1.1.7. Sea G un grupo topoldgico, K C U C G, U abierto y
K compacto. Entonces existe W € N, con la siguiente propiedad:

KC KW CU.

DEMOSTRACION. Para cada x € K existe V, € N, con xV, C U.
Ademas, existe W, € N, tal que W, W, C V,.

Dado que K es compactoy K C UxeK xWy, existen xq,...,x, € K
tales que

n
K CJxiWs,
i=1
Sea W = (NI, Wy,. El conjunto W es una vecindad abierta de e¢ y
cumple una de las propiedades requeridas: K C KW. Si x € K, entonces
x € x;jWy, para alguna j € {1,...,n}. Asi,

xW C x;Wy, W C xjWx Wy, C x;Vy, CU,
es decir KW C U. O

1.2. Base de vecindades de la identidad en un grupo topologico

Sea G un grupo infinito. En el siguiente resultado nos permite
entender que condiciones caracterizan a las vecindades de la identidad.
Es decir, dada una familia N,, de subconjuntos de G que condiciones
la caracterizan como la familia de vecindades de la identidad de un
topologia que convierta a G en un grupo topologico.

TEOREMA 1.2.1. Sean G un grupo topologico de Hausdorffy V' base
local para e. Entonces.

i) para todo U € V, existe un elemento V € V tal que V?> C U;
ii) para todo U € V', existe un elementoV € V tal que V=! C U;
iii) para todo U € V' y todo x € U, existe V € V tal que Vx C U;
iv) paratodoU € V' y x € G, existe V € V tal que xVx—! C U;
v) paraU,V € V, existe W € V talque W CUNV;
vi) {e} =O7V.
Reciprocamente, si tenemos un grupo G y una familia “V" no vacia de
subconjuntos de G tales que se satisfacen las condiciones i) a iv), entonces
cada una de las familias {xU : U € V, x € G} y{Ux:U € ¥V, x € G}
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es base para una topologia de grupo T para G. Ademds, V' es una base
local para e en (G, T).

DEMOSTRACION. Sea G un grupo topoldgico Hausdorff, entonces
de la continuidad de (x,y) — xy y x — x~' en e, tenemos i) y
ii). La propiedad iii) se deduce de la continuidad de las traslaciones
izquierdas en G. De manera similar, la propiedad iv) de duduce de que
las funciones x — axa ' son homeomorfismos de G. La propiedad v)
es clara porque V" es una base de abiertos en e. La propiedad vi) también
es clara porque G es un espacio T, y V" es una base de conjuntos abiertos
en e.

Ahora probaremos la afirmaciéon inversa. Sea ¥ una familia de
subconjuntos de G que satisface las condiciones i) a vi) del teorema.

Sea T la familia de todos los subconjuntos W de G tales que para
cada x € W, existe U € ¥ tal que Ux C W. Afirmamos que T es
una topologia de G. En efecto, es claro que |Jy € T para cualquier
subfamilia y de 1. Suponga W; € Ty W, € T,y ponga W = W; N Ws.
Debemos probar que W € 7. Tome x € W. Existen Uy € V' y U, € V
tales que Uy x C W7y Uox C W,. De v) deducimos que existe U € V" tal
que U C U, NU,.Esclaroque Ux C Wi NW, =W.Dedonde, W e T,y T
es una topologia de G.

Observe que Ux € T, para cada x € Gy cada U € V. En efecto, tome
y € Ux. Entonces yx~! € U. Por la propiedad iii), existe un elemento
V € ¥ tal que Vyx—! C U. Por lo tanto, Vy C Ux. De donde, Ux € T.

Tenemos entonces que la familia By = {Ua:a € G, U € ¥} es una
base para la topologia 1. De donde, T = Tv.

Ahora probaremos que la multiplicacion (a,b) — ab~! de G es
continua con respecto a la topologia T. Sean a y b elementos de G,
y O un elemento de T tal que ab € O. Entonces existe W € ¥ tal
que Wab C O. Ahora, es suficiente hallar U € ¥ y V € ¥ tales que
UaVb C Wab o bien UaV C Wa. Esto ultimo, es equivalnte, a su vez,
que U(@Va—') C W. Ahora, podemos ver como elegir Uy V en V.
Primero, aplicamos i) para elegir U € ¥ tal que U> C W. Luego de esto,
usamos iv) para elegir V € ¥ tal que aVa—' C U. Entonces, por la
eleccion de U y V, tenemos U(aVa~!) C U?> C W lo cual implica que
UaVb C Wab. Asi, la multiplicacién en G es continua con respecto a la
topologia 7. En particular, todas las translaciones derechas e izquierdas
de G son continuas, y el espacio (G, T) es homogéneo. Una consecuencia
inmediata de que las traslaciones izquierdas son continuas es que
bV € T,paratodobe Gy V e 7.

A continuacién, probaremos que la funcién g, de G sobre G dada
por g»(x) = x~! es continua con respecto a la topologia T. Para este
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proposito, basta probar que los conjuntos a~'U~! estan en T para cada
a € Gy U € V. Pero por la continuidad de la traslacion izquierda, es
suficiente si probamos que U~! € T. Sea x € U~L. Entonces x~ ! € U.
Por lo tanto iii) implica que Vx~! C U para alguna V € V. Aplicamos
ii) para elegir W € ¥ tal que W~! C V. Entonces W~ !x~1 C Vx~! C U,
de donde deducimos que xW = (W—1x~1)~! C U~'. Como xW es una
vecindad abierta de x en (G, T), deducimos que U~! esta 7. Esto prueba
que g es continua.

Por ultimo, vi) y la homogeneidad de G implican T cumple el
axioma de separacion T». Esto termina la prueba del teorema. O

De la proposicion 1.1.6, sabemos que si A, B C G con G un grupo
topologico, A compacto y B cerrado, entonces ABy BA son cerrados. Sin
embargo, la hipotesis de que A es compacto es imprescindible, como
lo demuestra el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1.2.2. Considere el conjunto de los nimeros reales R con
la suma usual y con su topologia usual, es decir, aquella generada por
los intervalos abiertos {(a, b) : a, b € R}. Sabemos que R es un grupo y
que las operaciones x — —x vy (x,y) — X + ¥ son continuas (la suma
toma el lugar de la multiplicacién en el caso del grupo aditivo de los
reales).

Es facil probar que el conjunto B = Z de todos los numeros
enteros es un subconjunto cerrado de R, lo mismo que el conjunto
A={m+ L :m e N}, Si consideramos la suma A + B, resulta no
ser un conjunto cerrado, pues todo m € Z es punto de acumulaciéon de

A + B pero claramente m ¢ A + B.
Veamos algunos ejemplos de grupos topolégicos mas.

EjEmMpLO 1.2.3. Sea G un grupo arbitrario con la topologia discreta,
es decir, aquella formada por todos los subconjuntos de G; entonces G
forma un grupo topologico llamado grupo discreto.

EJEmMPLO 1.2.4. En el grupo aditivo de los nimeros enteros, (Z, +),
definiremos varias topologias de grupo.

Sea p € Z un numero primo fijo y para cada k = 1, 2,..., sea
Uy = p*Z; entonces la familia 9 = {Uy : k = 1,2,...} satisface las
condiciones del teorema 1.2.1: todos los miembros de V' contienen al
cero y de Uy + Uy = Uy obtenemos i). La condicion ii) se deduce de la
relacién Uy = —Uy. Si x € Uy, entonces U + x = Ug. De este hecho
obtenemos iii). La propiedad iv) es inmediata porque Z es abeliano.
Como Uy C U; siempre que | < k se cumple v). Por ultimo, vi) es
evidente.

Esta topologia de G recibe el nombre de p-ddica. Para numeros
primos distintos p y g, las topologias obtenidas de esta manera son
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distintas porque el conjunto M = {p, p?,...,p",...} tiene a0 € Z como
punto de acumulacion en la p-adica. Por el contrario, el 0 no es punto
de acumulacion de M en la g-adica.

EjempLO 1.2.5 (El grupo lineal general de orden 7 sobre R).
Considere el grupo GL(n,R) de las matrices no singulares (invertibles)
de orden n con elementos en el campo de los niimeros reales R y como
operacion de grupo, la multiplicacién de matrices.

En GL(n,R) considere la topologia heredada por ser un subespacio
del espacio euclidiano real de dimensiéon n?, es decir, con la topologia
generada por la métrica

n
d(A,B) = |3 1Ay, — Byl
i,j=1

para cualesquier A = (4; ), B = (B; ;) € GL(n,R). Observe que la funcion
(A, B) — AB~! es continua porque los elementos de la matriz producto
son sumas de productos de los elementos de Ay B.

EJEMPLO 1.2.6. Denote con Q el conjunto de todas las combina-
ciones lineales g = a +ib + jc +kd, donde a, b,c, d son niumeros reales i,
j, k son simbolos especiales que cumpleni’ = j> =k?> = —1yij = —ji= k,
jk = —Kj =1, ki = —ik = j. Introducimos la suma usual de coordenada a
coordenada en Q, es decir,

[a+ib+jc+kd]+[a’ +ib' +jc’ +kd'] = (a+a’)+i(b+ D) +j(c+ ) +k(d+d').

Con esta suma, Q es un grupo conmutativo llamado el grupo aditivo de
los cuaterniones.

El producto de dos cuaterniones q = a +ib+jc+kd y q' =
a’ +ib’ +jc’ + kd’ estda formado multiplicando de manera formal las
expresiones lineales y aplicando las igualdades anteriores y las reglas
de conmutatividad xi = ix, xj = jx, xk = kx para cada x € R:

(@+ib+jc+kd)a +ib’ +jc’ +kd') = (aa’ — bb’' — cc’ — dd’)
+i(ab’ + ba’ +cd — dc)
+jlac’ — bd' +ca’ +db’)
+k(ad’ + bc’ — cb’' +da’).
Dejamos al lector la verificacion del hecho de que la multiplicacion en Q
es asociativa. Es claro que Q tiene el elemento neutro 1 = 1 +i0+jO +kO
con respecto a la multiplicacion. Un conjunto con una operacion
asociativa que tiene un neutro se llama monoide. Esto es (Q,-) es un

monoide no conmutativo. Ademas, la suma y la multiplicacién en Q
cumplen la ley distributiva. Es decir, Q es un anillo no conmutativo.
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Sea Q* =Q\ {0}, donde 0 = 0 +1i0 + jO + kO es el cero de Q. Resulta
que todo elemento diferente de cero q € Q es invertible. En efecto,
paraq =a+ib+jc+kd, haga g = a —ib — jc — kd. Es facil verificar que
aq = qq = a® + b> + c® + d°. En efecto, si g # 0, entonces ¥ = g« es un
inverso de g, donde « = 1/(a® + b? + c¢*> + d?). Como Q es un monoide, el
inverso de g es Uilnico, y Q* es un grupo multiplicativo. La estructura Q*
se le suele llamar el grupo multiplicativo de los cuaterniones. Observe
que U = {£1, +i, 4j, £k} es un subgrupo de Q* llamado el grupo de las
unidades cuaternionicas.

Considere la funcion natural f: Q — R* definido por la regla
f@) = (x,y,z,t), para cada q = x +iy + jz + kt € Q. Es claro que f es
una biyeccion de Q sobre R*. Damos topologia a Q declarando que la
funcion f es un homeomorfismo. En otras palabras, un subconjunto
U de Q es abierto si, y solo si, la imagen f(U) es abierto en R*.
Esta especificacion hace de Q un grupo localmente compacto segundo
numerable Hausdorff. Es claro que la restriccion de f a Q* = Q \ {0}
no es un homomorfismo del grupo multiplicativo Q* en grupo aditivo
R*. Sin embargo, Q* con esta topologia (Ilamada euclideana) resulta
ser un grupo topologico. Este hecho se deduce de la definicion
de multiplicacion y de el procedimiento de inversion en Q* decrito
unas lineas mas arriba. Por lo tanto, el grupo multiplicativo de los
cuaterniones Q* con la topologia euclideana es un grupo topoldgico
localmente compacto Hausdorff.

Ahora, en el ejemplo siguiente construimos, para todo entero v > 1,
el grupo aditivo Q, de los nimeros r-diadicos.

EJEMPLO 1.2.7. Sea G un grupo topolégico group y X un espacio
topologico. Considere el conjunto de todas las funciones continuas de
X en G, con la operacion definida punto por punto con la topologia de
la convergencia punto por punto. Este objeto, denotado C,(X, G), es un
grupo topologico. Observe que C,(X, G) es un subgrupo del producto
G*X de |X| copias del grupo G.

1.3. Homomorfismos e isomorfismos

Ahora estudiaremos los conceptos de morfismos para grupos
topologicos.

Decimos que el homomorfismo f: G — G’ es abierto si f es una
funcion abierta.

El concepto de homomorfismo abierto es muy importante porque
permite establecer el concepto de grupos topolégicos equivalentes.

A continuaciéon enunciaremos y demostraremos algunas de las
propiedades elementales mas importantes de los homomorfismos
continuos.
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El lector con experiencia en analisis funcional recordara que basta
probar la continuidad de un operador lineal en la identidad de un
espacio vectorial topologico para saber que es continuo en todo
el espacio. Esta propiedad es atin valida para grupos topologicos.

LEMA 1.3.1. Sea @: G — H un homomorfismo entre grupos topologi-
cos. El homomorfismo @ es continuo (respectivamente abierto) si lo es en
la identidad e, es decir, si @ satisface la condicion i) (respectivamente
ii)) siguiente:

i) Para toda W vecindad de ey en H, existe U vecindad de e; en G tal

que p(U) C W;

ii) para toda vecindad U de e; en G, existe W vecindad de ey tal que

W C o).

DEMOSTRACION. Suponiendo que se cumple la condicion i), debe-
mos probar que @ es continua en todo punto de G. Basta demostrar
que si g € Gy W es una vecindad de @(g) en H, entonces existe una
vecindad U de g en G tal que (U) C W.

Sean g € G y W una vecindad de h = @(g) en H. Podemos expresar
a W como W = hW’, donde W’ es una vecindad de eg. Por la condicion
i), existe una vecindad U’ de e tal que @(U’) C W’. Entonces gU’ es una
vecindad de g y p(gU’) = p(g)@(U’) = he((U’') C hIW’, como se queria
demostrar.

Para la segunda afirmacién debemos probar que dado un abierto O
en G, su imagen respecto a @ es abierta en H.

Asi pues, sea O abierto en G y h € @(0); entonces h = @(g)
para alguna g € O. Por lo anterior, g~'O es una vecindad de
ec Y segun la condicion ii), existe una vecindad W de ey que
cumple con W C @(g~'0) = @(g)~"'@(0), de donde se desprende
que (g)W C @(O). Resta observar que @(g)W = hW es una vecindad
de h. O

El siguiente es un ejemplo de un homomorfismo continuo que no
es abierto.

EijempLO 1.3.2. Sea R los reales con la topologia euclideana y G el
grupo topologico que se obtiene al dar a los reales la topologia discreta;
entonces la funcién identidad de G en R es un homomorfismo continuo
que no es abierto.

1.4. Subgrupos topolagicos y grupo cociente

De manera similar al caso de subespacios topologicos, la operacion
de tomar subgrupos topolégicos es una fuente muy importante para
construir “nuevos” grupos topologicos a partir de los ya conocidos.
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Observe que si G un grupo topologico, H es un subgrupo de G,
entonces H es un grupo topologico con la topologia que hereda de G es
un grupo topologico que se llama subgrupo topoldgico de G si

El siguiente resultado justifica la definicion de subgrupo topolégico
en el sentido de que este ultimo es por si mismo un grupo topolégico.

Los siguientes resultados presentan algunas propiedades del oper-
ador cerradura dentro de un grupo topologico.

PrOPOSICION 1.4.1. Si A y B son subconjuntos de un grupo topologico
G, entonces

1. A-BC AB;

2. A)t=A"T;

3. xAy = xAy, para cualesquier elementos x,y de G;

4. siab = ba para toda a € A y b € B, entonces ab = ba para toda

acAybeB.

DEMOSTRACION. (1) Sean x € A, ¥ € By W un abierto que contiene
a xy. Existen abiertos V;, Vo, con x € Vq, v € V, tales que V; - Vo, C W.
Yaque x € Ay y € B, existen elementos a, b € G tales que a € ANV,
b € BNV,,y porlo tanto ab € (AB)N'W # @, de modo que xy € AB.

Las afirmaciones (2) y (3) se deducen del hecho de que para
cualquier homeomorfismo f: X — Y se tiene que f(A) = f(A), para
todo A C X,y de observar que las funciones z — z=' y z — xzy son
homeomorfismos para x y  fijos.

Para probar (4) considere la funcion h: G x G — G dada por
h(a,b) = aba—'b~!. La funcién h es continua, por lo que el conjunto
H={(a,b) € G x G:aba 'b~! = ez} es cerrado. Ademas, se tiene que
AxBCHYyY(AxB)=A x B, de donde se deduce que A x B C H. Es
decir, ab = ba, para todo elemento a de A y todo elemento b de B. O

PROPOSICION 1.4.2. Sean G un grupo topoldgico y H, N subgrupos de
G. Entonces

1. H es un subgrupo de G;

2. siN es un subgrupo normal de G, entonces N es un subgrupo normal
de G;

H es abierto si y solo si su interior no es vacio;

4. si H es abierto, entonces H = H.

w

DEMOSTRACION. 1) Veamos que H es un subgrupo. Puesto que H
es un subgrupo de G, tenemos que H> C H y por (1) de la proposicion
1.4.1, (H)?> C H2 C H. También por hipotesis, H~! C H y por (2) de la
proposicion 1.4.1, (H)~! = H-1 C H, de donde se deduce que H es un
subgrupo.
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2) Por hipotesis se tiene que a 'Na C N para todo a € G, y
si aplicamos (3) de la proposicion anterior, obtenemos que a~'Na =
a—!Na C N para todo a € G, es decir, N es un subgrupo normal de G.

3) Si H es abierto en G, entonces por definicién todos sus puntos son
interiores y por tanto su interior no es vacio. Reciprocamente, si x es un
punto interior de H en G, entonces existe una vecindad U de eg en G tal
que xU C H. Paratodo v € H se tiene que yU = yx~!xU C yx~'H = H.
Por tanto, H es abierto.

4) Si H es un subgrupo de G, entonces G\ H = |J{Hx : x ¢ H}.
Ademas, por ser H abierto, cada conjunto Hx es abierto y por tanto
G \ H es abierto, es decir, H es cerrado. O

El proximo resultado nos muestra cOmo generar subgrupos abiertos
a partir de vecindades de la identidad.

TEOREMA 1.4.3. Sean G un grupo topoldgico y U cualquier vecindad
abierta simétrica de la identidad e¢. Entonces el conjunto L = -, U"
es un subgrupo abierto y cerrado de G.

DEMOSTRACION. Sean x, v € L; digamos que x € UX, y € U! para k
y 1 > 1. Entonces xy € U C Ly x~' € (U~1)* = UX. Por lo tanto, L es
un subgrupo de G. Claramente L es abierto por ser union de abiertos y
cerrado por (4) de la proposicion 1.4.2. O

El siguiente resultado utiliza el hecho de que los grupos topologicos
son espacios homogéneos.

PROPOSICION 1.4.4. Un subgrupo H de un grupo topoldgico G es
discreto si y solo si tiene un punto aislado.

DEMOSTRACION. La necesidad es inmediata.

Suficiencia: sea x un punto aislado de H; entonces existe una
vecindad abierta U de e; en G tal que Ux N H = {x}. Para y € H
arbitrario se tiene que UyNH = UyNHx 'y =(UxNH)x 'y ={y}; es
decir, todos los puntos de H son aislados. O

El siguiente lema nos proporciona una condicion suficiente para
probar que un subgrupo topolégico es cerrado.

LEMA 1.4.5. Sean G un grupo topoldgico y H un subgrupo de G tales
que U N H es cerrado en G para alguna vecindad abierta U de e en G.
Entonces H es cerrado.

DEMOSTRACION. Sea U una vecindad abierta de e; en G tal que
UNH es cerrado en G, y sea V una vecindad abierta de e; en G tal
que V2 C U. Para cualquier x € H, queremos probar que x € H. Como
x~! € H, pues H es subgrupo, existe y € x~'V N H. Se afirma que
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xy € UNH. En caso contrario, por ser U N H un conjunto cerrado,
existiria una vecindad abierta W de eg en G tal que WxyNUNH = @. Es
claro que x € (W N V)x,y como x € H, existiria z € (W N V)x N H, pero
entonces zy € Vxx~ 'V =V2CU,zy c HH=Hy zy € (Wx)y = Wxy,
lo cual contradice la eleccion de W. Por lo tanto, xy € U N H y entonces
x=(xy)y ' eH. O

El siguiente teorema presenta una propiedad exclusiva de los
grupos topologicos, pues no todo subesapcio discreto de un espacio
topologico es cerrado.

PROPOSICION 1.4.6. Todo subgrupo discreto H de un grupo topoldgico
G es cerrado.

DEMOSTRACION. Sea U una vecindad abierta de eg en G tal que
UNH ={eg}. Por (2) del lema 1.1.5, existe una vecindad abierta V de
ec en G tal que V C U. Entonces VN H = {eg}, el cual es un conjunto
cerrado ya que G es un espacio de Hausdorff. El lema 1.4.5 implica
entonces que H es cerrado. O

Pasemos ahora al estudio de grupos cocientes. Definiremos una
topologia de grupo en el conjunto de clases laterales.

Recordemos que si G es un grupo topologico y H es un subgrupo de
G, entonces se define una relacién de equivalencia en G como a ~4 b
si y solo si ab~! € H. Las clases de equivalencia de esta relacion
reciben el nombre de clases laterales derechas de H. Denotaremos
con G/H al conjunto formado por las clases laterales derechas, es
decir, G/H = {Ha : a € G}. De manera similar se definen las clases
laterales izquierdas de H. Usaremos la misma notacion para designar
al conjunto formado por dichas clases, es decir G/H = {aH : a € G}.
Los siguientes resultados se establecen para el conjunto G/H de clases
laterales derechas y los resultados correspondientes se cumplen para
el conjunto de clases laterales izquierdas.

Introducimos en G/H una topologia de la manera siguiente. Sea
9B una base del grupo topoldgico G y H un subgrupo de G. Para cada
U € % definamos U* = {Hx: x € U} y B* = {U* : U € R}.

PROPOSICION 1.4.7. Para todo subgrupo H de G, B* es una base para
una topologia en G/H. Si H es cerrado, la topologia es Ty .

DEMOSTRACION. Comprobemos que se satisfacen las condiciones
que caracterizan a una base.

Si U*, V* € B* y Ha € U* NV*, debemos encontrar W € % tal
que Ha € W* C U*NV*. Como Ha € U*NV*. Existen x e U, y € V
tales que a € Hx N Hy. Pero entonces Ha = Hx = Hy, de donde
Ha C HU y Ha C HV, es decir Ha C HU N HV. Ademas, HU N HV
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es un abierto de G que contiene a Xx; asi podemos tomar W € %R tal
que x € W C HU N HV. Claramente Ha = Hx € W*. Para terminar,
sea Hw € W*, con w € W un elemento arbitrario. Podemos escribir
w = hyu, = hov, para ciertos elementos hy, h, c Hy u; € U,v; € V.
Se tiene que Hw = Hh,u, = Hu, € U*, Hw = Hh,v, = Hv; € V*, 1o que
prueba que Hw € U* N V* para cualquier elemento Hw de W*, es decir,
w* C U*NVv*.

Sea Hx € G/H. Como % es base para G, existe U € B tal que x € U
y se tiene que Hx € U*. Asi que la familia % cubre a G/H.

Por ultimo, comprobemos que la topologia obtenida es T;. Sean
Ha # Hb dos elementos arbitrarios de G/H. Como Ha es cerrado y
b ¢ Ha, existe U € B tal que b € Uy UN Ha = ; entonces Hb € U* y
Ha ¢ U*. Asi concluimos que el espacio es Tj. O

El espacio topologico G/H asi construido recibe el nombre de
espacio cociente de G entre H, o grupo cociente de G entre H, si H es
cerrado y algebraicamente normal.

A continuaciéon estudiaremos las propiedades de la funcion
canonica 1r: G — G/H, que asigna a cada x € G la clase lateral Hx.

PROPOSICION 1.4.8. Sean G un grupo topoldgico, H un subgrupo
cerrado de G y m: G — G/H la funcion canonica dada por 11(x) = Hx
para todo x € G. Entonces 1t es continua y abierta.

DEMOSTRACION. Sean x € Gy U un abierto en G tales que Hx = 11(x)
pertenece a U* = {Hy : v € U}. Para probar la continuidad de
debemos encontrar un abierto V 3 x en G tal que (V) C U*. De
hecho, el conjunto V = HU es un abierto en G y x € V; ademas
(V) = m(HU) = r(U) = U* y, por lo tanto, 11 es continua.

Sean U un abierto en G y % una base para la topologia de G;
entonces U = UJEJ BJ, donde B; € &B. Tenemos que (V) = 'IT(UJEJB
U e, T(B)) = U, B}, y por tanto, 7(U) es un abierto.

En general la funciéon canénica m: G — G/H no es cerrada, como lo
muestra el siguiente ejemplo. Sin embargo, si H es compacto entonces
1T resulta ser cerrada.

EJEMPLO 1.4.9. Considere G = R, el conjunto de los numeros
reales con la suma y topologia usuales, y H = Z el subgrupo de
los enteros. Para visualizar R/Z = {Z + x : x € R}, definimos la
funciéon ¢: R/Z — [0,1) como Y(Z + x) = x — [x], donde [x] denota la
funcién parte entera de x. Es facil ver que y es biyectiva y que es un
homomorfismo si le damos a [O, 1) la topologia que hereda de R.

El conjunto A = {1+1,2+3%,...,n+,...} es cerrado en R pero

A={}..., 1 }noes cerrado en [0, 1)
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El resultado siguiente nos muestra que las propiedades topolbgicas
locales del espacio cociente de G entre H también se pueden estudiar
en un solo punto.

PrROPOSICION 1.4.10. Sean G un grupo topoldgico y H un subgrupo
cerrado de G; entonces G/H es un espacio homogéneo.

DEMOSTRACION. Para a € G fijo, la funciébn ¢,: G/H — G/H
definida por @,(Hx) = H(xa), Hx € G/H es un homeomorfismo.
Es inmediato ver que , esta bien definida y que es uno a uno y
suprayectiva. Ademas, (¢,)~! = @,-1, por lo que basta probar que g,
es abierta. Sea 1m: G — G/H la funcién canénica y sea U* = m(U) un
abierto de G/H, donde U es un abierto de G. Entonces g ,(U*) = Tr(Ua) es
un conjunto abierto ya que Ua es abierto en G. Por tanto, {/, es abiertay
asi Y, es un homeomorfismo. Para terminar, basta observar que dadas
Hx,Hy € G/H, el homeomorfismo -1, satisface ¢ ,-1,(Ha) = Hb. [

El siguiente resultado es un lema auxiliar que nos permitira
establecer dos propiedades topologicas del espacio cociente G/H.

LEmMA 1.4.11. Sean G un grupo topologico, H un subgrupo cerrado
de G y U, V vecindades abiertas de e en G tales que VV—1 C U; entonces,
sitr: G — G/H es la funcion candnica, se cumple que (V) C 1(U).

DEMOSTRACION. Sea Hx € 1r(V) para un elemento x € G; entonces
1(xV) es una vecindad abierta que contiene a Hx y por lo tanto interseca
a mr(V), por lo que existen vy, v, € V tales que Hxv; = Hv,, esto es
Hx = Hvov ' € m(v=1) C (). O

TEOREMA 1.4.12. Sean G un grupo topoldgico y H un subgrupo
cerrado de G. Entonces

1. G/H es un espacio regular y por tanto de Hausdorff.
2. G/H es un espacio discreto si’y solo si H es abierto en G.

DEMOSTRACION. 1) Por hipoétesis, H es cerrado en G. Entonces Ha
es cerrado en G para todo a € Gy (G/H)\ {Ha} = {Hx : Hx # Ha} =
(G \ Ha) es abierto en G/H, lo cual quiere decir que el complemento de
cada punto Ha en G/H es abierto y por tanto cada punto Ha es cerrado
en G/H y G/H es en consecuencia un espacio T;. Para demostrar que el
espacio es regular, es suficiente probar que para todo abierto U* en G/H
que contenga a H, existe un abierto V* en G/H también conteniendo a
H tal que V* C U*. Sea U* = m(U) para U alguna vecindad abierta en
G, con e; € U, entonces existe un abierto V C G con e € V y tal que
VV~—1 C U. Del lema 1.4.11 se deduce que H € V* = (V) C (U) = U*.

2) Si G/H es discreto, entonces {H} = {Hes} es abierto en G/H
y como la funcién canonica m: G — G/H es continua, T~ '({H}) = H
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es abierto en G. Reciprocamente, si H es abierto en G, entonces Ha es
abierto en G para todo a € Gy {Ha} = m(Ha) es abierto en G/H, ya
que por la proposicion 1.4.8 1T es abierta. Il

En el caso particular en el que el subgrupo N de G es normal, de
modo que G/N es un grupo, se tiene el siguiente resultado.

TEOREMA 1.4.13. Sean G un grupo topoldgico y N un subgrupo
normal y cerrado de G; entonces

1. G/N con la topologia cociente es un grupo topoldgico;

2. la funcion candnica w: G — G/N es un homomorfismo abierto y
continuo;

. el grupo G/N es un espacio T y por tanto regular.

4. el grupo G/ N es discreto siy solo si N es abierto.

w

DEMOSTRACION. 1) Es suficiente probar que la operaciéon (A, B) —
AB~!, (A, B € G/N) es continua. Sean A = Na, B= Nb € G/N y
W* una vecindad abierta de C = Na(Nb)~! = Nab~!, y digamos que
W* = (W), donde W es un abierto de G que contiene a ab~!. Por la
continuidad de la operacion (a, b) — ab~! en G, existen abiertos U,V
en G tales que a € U, b € V, UV~! C W. Entonces Na € U*, Nb € V*
y para todos los x € U,y € V ocurre Nx(Ny)~! = Nxy~! € W* ya que
xy~t e UV~ C W, es decir, U*(V*)~' C W*, lo cual implica que las
operaciones del grupo G/N son continuas.

2) Se deduce de la proposicion 1.4.8 y de que m(ab) = Nab =
(Na)(Nb) = mr(a)t(b) para cualesquier elementos a, b de G.

3) Se deduce del teorema 1.4.12.

4) Es consecuencia del inciso (2) del teorema 1.4.12. O

El primer teorema de isomorfismo para grupos toma la siguiente
forma en grupos topologicos.

TEOREMA 1.4.14. Sean G y G' dos grupos topoldgicos y sea f un
epimorfismo continuo y abierto de G en G’ con niicleo N. Entonces N es
un subgrupo normal y cerrado de G y el isomorfismo h de G/N en G’
dado por h(Nx) = f(x) es un isomorfismo topoldgico entre G/N y G'.

DEMOSTRACION. El conjunto N es un subgrupo normal de G porque
es el nucleo del homomorfismo f. Ademas, N es cerrado por ser la
imagen inversa de laidentidad e’ de G’, que es cerrada, bajo una funcion
continua.

Sea 11 el homomorfismo canénico de G en G/N. Conviene notar
que h se ha definido de tal manera que f = hom Sea V un
abierto en G’. Es facil ver que h='(V) = m(f~1(V)). En efecto,
fHV) = (hom™ V) = mY{(h~1(V)), de donde h='(V) = w(f~'(V)).
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Como T es una funcion abierta, tenemos que h~1(V) = (f~1(V)) es un
conjunto abierto. Con ello probamos que h es continua.

Sea U un abierto en G/N. Entonces, por la definicion de abierto
en G/N, existe un abierto W en G tal que U = r(W). En consecuencia,
h(U) = h(rt(W) = f(W). Como f es una funciéon abierta, tenemos que
h(U) es un conjunto abierto. Esto demuestra que h es una funcion
abierta, y con lo demostrado en los parrafos anteriores tenemos que h
es un isomorfismo topologico. [l

Observe que una condicién necesaria y suficiente para que un
epimorfismo f sea un isomorfismo es que el nicleo sea la identidad.

La siguiente disertacion tiene como propo6sito establecer una
correspondencia como la que existe entre los subgrupos normales
de los grupos dominio e imagen de un homomorfismo para el caso
de un homomorfismo continuo que tiene como dominio e imagen a
grupos topologicos. Con el fin de hacer util esta relacion, debemos
sustituir a los grupos normales con grupos normales cerrados, y el
homomorfismo, ademas de ser continuo, debe ser abierto.

Sea f: G — G’ un epimorfismo continuo y abierto, donde G y G’
son grupos topologicos. Denotemos con N al nucleo de f. Entonces f
establece una correspondencia biyectiva entre los subgrupos cerrados
de G’ y los subgrupos cerrados de G que contienen a N. En efecto,
si K es un subgrupo cerrado de G’, entonces el subgrupo H de G que
le corresponde es justo la imagen inversa H = f~1(K). Si H es un
subgrupo cerrado de G, que contiene a N, entonces el subgrupo de G’
que le corresponde es su imagen, K = f(H). Podemos demostrar que
este subgrupo K de G es cerrado. En efecto, si ¥ € G’ es un punto de
acumulacion de K, entonces, como f es un epimorfismo, existe x € G
tal que f(x) = v. Si U es una vecindad de x, por ser f abiertoy continuo,
existe una vecindad V de y tal que f~'(V) C U, pero como VNK # &,
tenemos que U N H # @. Por lo tanto, x es punto de acumulacion
de H vy, por ello x € H. De aqui y € K, es decir, K es cerrado. Las
correspondencias asi definidas son inversas una de la otra. Por ultimo,
si H C Gy K C G’ son dos subgrupos cerrados y normales, N C Hy
f(H) = K, entonces tenemos que G/H =~ G'/K.

En efecto, suponga primero que K es un subgrupo cerrado y normal
de G’ y que H = f~(K). Entonces H es cerrado y contiene a N. Ademas,
H es un subgrupo normal de G. Si 1t denota la proyeccion canoénica de
G’ en el grupo cociente G'/K, entonces h = 1To f es un epimorfismo
abierto de G en G'/K cuyo nucleo es H. Del teorema 1.4.14 se deduce
que H es un subgrupo normal de G y los grupos cocientes G/Hy G'/K
son isomorfos. Por otro lado, si H es un subgrupo cerrado y normal de
G que contiene a N y K = f(H), entonces, por ser f un epimorfismo,
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H = f~1(f(K)); de esto, a su vez, se deduce que f(G\ H) = G’ \ K. Como
f es abiertay G\ H es un conjunto abierto, tenemos que G’ \ K también
es abierto y K es cerrado. Se observa que K es normal.

Ahora construiremos el grupo del circulo T, de gran importancia
en analisis y variable compleja. Por supuesto, también encuentra gran
aplicacién en la teoria de grupos topologicos.

El grupo del circulo se define como:

T =R/Z.

Observe que como 7Z es un subgrupo cerrado y normal de R (pues
R es abeliano), entonces T es un grupo topologico. Dadas dos clases
de equivalencia x + Z y y + Z, éstas son iguales siy s6lo si x — y € Z.
Por lo tanto, en cada clase y + Z existe un representante x € y + Z con
x € [0, 1]. Considere la circunferencia unitaria S' en el plano complejo
R? = C definida como S! = {e?™* : x € [0,1]} y la funcion f: R — S!
dada por f(x) = e?™X, Si z es un entero, claramente f(x + z) = f(x), por
lo que f es constante en cada clase de equivalencia de Z en R.

Para ver que T es isomorfo topologicamente a S', consideremos el
homomorfismo canoénico m: R — R/Z dado por 1(x) = x+Zy la funcién
¢: R/Z — S! dada como Pp(x + Z) = f(x) = e*™*. La funcién ¢ esta
bien definida puesto que f es constante en cada clase de equivalencia
de R/Z. Tenemos entonces el diagrama conmutativo

R -5 R/Z
N
Sl

en el cual 7wy f son homomorfismos continuos abiertos, por lo que
¢ también es un homomorfismo continuo (y abierto). Sin embargo, ¢
es una biyeccion ya que si ¢p(x + Z) = ¢p(y + Z) entonces e>™X = 2T
y e2™x=3) = 1. Ademas, es un hecho conocido de variable compleja
que esto ultimo ocurre si y solo si x — y € Z, es decir, tenemos que
X+7Z =1y+7Z,yY ¢ es una biyeccion. Ademas como 1([0,1]) = R/Z y
[0, 1] es compacto, también R/Z lo es. Hemos probado entonces que el
grupo del circulo T es compacto.

1.5. Productos directos

Sea {Gi}ic; una familia de grupos topolégicos. Damos una
estructura de grupo al conjunto G = Hiel G; definiendo (x;)ic;(Vi)ier =
(xiyidic;- Si e; es el elemento identidad de G;, entonces e = (e;)ic; €S
el elemento identidad de G, y tenemos (xi)[ell = (x; 1)i€1. La topologia
producto es compatible con esta estructura de grupo porque la funcién
h: G x G — G dada por h((x;)icr, Vi)ier) = (xiyi_l)ig es la composicion

de las funciones ((x;, Vi)ic) — (xiyi_l)iel de HieI(Gi x G;) en Gy la
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proyeccion ((x;)icr, (Vi)ier) — (X1, Vi)ier) de G x G en [[;/(Gi x Gy), y
estas dos funciones son continuas.
El producto directo de los grupos topologicos {G; : i € I} se obtiene
al dar al producto
G=]]c:

iel
la topologia producto.

La demostracion de la siguiente afirmacion se omite (ver [HR]): Si
{I}xck €s una particion de I, entonces G es isomorfo al producto de

los grupos topologicos Hielx G, es decir
G=[[ci=]]II¢:
iel xeK i€l

(propiedad asociativa del producto).

La proyeccion natural 1m;: G — G con j € I definida por 1(x) = x;
para todo x = (x;)ic; € G es un homomorfismo continuo. Este ultimo
hecho se deduce directamente de la definicién de la topologia producto.
Maés aun, la funcion ¢;: G; — G definida por ¢ (x) = (¥i)ic;, donde
yi=e;parai# jy y;j=xj esun isomorfismo topologico entre G;y
N; = ¢j(G)). Es decir, ¢; es una inmersion de G; en G.

El siguiente teorema es una consecuencia sencilla de las defini-
ciones de productos de grupos y de espacios topologicos.

TEOREMA 1.5.1. Sea {G;}ic; una familia de grupos topoldgicosy sea
H el subconjunto de G = Hie G; que consta de todos los x = (Xi)ics
tales que x; es el elemento identidad de G; para todo i excepto para un
numero finito de indices; H es entonces un subgrupo normal denso en G.

El objetivo de esta disertacion es determinar bajo qué condiciones
se puede agregar la parte topologica al concepto de descomposicion
algebraica de un grupo en subgrupos. Sea {G;}, una familia finita
de grupos topolégicos y G su producto directo. Es facil ver que para
vecindades arbitrarias Uj,...,U, de ei,...,e, relativas a Gq,..., Gy,
respectivamente, el producto U; X --- x U, es una vecindad de e; en la
topologia del grupo G. Por todo esto, podemos plantear una definicion
de producto interno de grupos topologicos.

Sea G un grupo topologico y sean Ni,..., N, subgrupos cerrados
normales de G. Diremos que el grupo topologico G se descompone
topologicamente en el producto directo de los subgrupos Ni,...,Ny,
si G se descompone (en el sentido algebraico) en el producto directo
de estos subgrupos y, ademas, para cualquier coleccion Uy,...,U, de
vecindades de la identidad, e, relativas a Ny, ..., N, existe una vecindad
de e relativa a todo el grupo Gtalque U C Uy - - - - - Uy,.
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PrROPOSICION 1.5.2. Supongamos que el grupo topoldgico G se
descompone topologicamente en el producto directo de los subgrupos

Ni,...,Ny, y sea H el producto directo de estos subgrupos. A cada
elemento x = (x1,...,Xn) € H le asociamos el elemento Y(x) =
X1 ... Xy € G. Entonces @ es un isomorfismo topoldgico entre G

y H. Ademas, @ o ¢; = idy;, donde las ¢; se definieron en el parrafo
anterior al teorema 1.5.1.

DEMOSTRACION. Como ya se conocen las partes algebraicas de esta
proposicion y es evidente que o ¢; = idy,, terminaremos si probamos
que ¥ es una funcién continua y abierta. Sea U una vecindad arbitraria
de la identidad en G y V otra tal que V" C U. Definimos V; = VN N;
para todo i < n, y entonces V' = {(x1,...,xn) 1 x; € V;,1 < i < n}
es una vecindad de la identidad en H. Es facil ver que (V') C U.
Esto ultimo demuestra que ¢ es continua. Por otro lado, si W es una
vecindad de la identidad en H, entonces contiene un conjunto de la
forma V; x --- x V,,, donde cada V; es una vecindad de la identidad en
N;. Por hipotesis, existe una vecindad U de la identidad en G tal que
UCVy-...-V, =y(V), de donde se deduce que  es abierta. O

EsempLO 1.5.3. Denote con D al grupo discreto de dos elementos
{0,1}. Sea DT el producto topologico de T copias de D. Entonces DT es
un grupo topologico compacto de dimension cero. Observe que a® = e,
para todo elemento a de DT. Asi, cada elemento de DT es su propio
inverso. Tales grupos se llaman booleanos.

1.6. Cardinales invariantes elementales

Ahora estudiaremos algunas propiedades de las funciones car-
dinales definidas en grupos. La primera propiedad, respecto a las
funciones cardinales, que encuentra una expresion muy especial en el
caso de grupos topologicos se describe en el corolario 1.6.3.

LEmMA 1.6.1. Sea G un grupo topoldgico. Suponga que D es un
subespacio denso en G y que U es una vecindad de la identidad eg;
entonces G = DU.

DEMOSTRACION. La inclusiéon DU C G es obvia, asi es que probare-
mos que G C DU. Sea g € G. Dado que D es denso 'y gU™! es abierto
no vacio, existe x € DN gU~!. Por lo tanto, g € xU C DU. Al ser g un
elemento arbitrario de G concluimos que G C D - U. O

TEOREMA 1.6.2. Sea G un grupo topoldgico y B una base local para
eg. Suponga que para cada B € B existe Dg C G tal que G = DgB.
Entonces {xB: x € Dg, B € B} es una base para G.
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DEMOSTRACION. Sea g en G y U un abierto que contiene a g. Existe
V vecindad de la identidad tal que gV C U. Considere una vecindad
W de e¢ tal que W—IW C V, y un elemento B € & tal que B C W.
Como G = DB, existe x € Dg tal que g € xB. Por consiguiente,
gEXBC gB'BC gW—'W C gV C U, como se requiere. O

CorOLARIO 1.6.3. Si G es un grupo topoldgico, entonces w(G) =
a(G) - x(G).

DEMOSTRACION. Ya sabemos que d(G) < w(G) y que x(G) < w(G);
por lo tanto, d(G) - x(G) < w(G). Para la otra desigualdad considere un
subconjunto denso D en G de cardinalidad d(G). Sea % una base local
para e tal que || = x(G). Por el lema 1.6.1 sabemos que G = BD para
cada B € %, y del teorema 1.6.2 se deduce que V' = {xB:x € D,B € B}
es una base para G de cardinalidad no mayor que x(G) - d(G). Por
consiguiente, w(G) < d(G) - x(G). O

TEOREMA 1.6.4. Sea G un grupo topoldgico. Entonces

(1) ™x(G) = x(G);
(2) mw(G) = w(G).

DEMOSTRACION. Para evitar situaciones obvias, supondremos que G
no es discreto.

1) Como la desigualdad 1x(G) < x(G) es inmediata, basta probar
que si B es una mr-base local en eg, entonces {BB~! : B € B} es una
base local en e;. Con U como una vecindad de e, encontramos otra
vecindad V de e y B € & tales que B C V C VV~! C U. Entonces el
conjunto BB~ es abierto y e € BB~! C U, como se requiere.

2) De (1) y el corolario 1.6.3 se deduce que

w(G) < d(G) - x(G) < TTw(G) - TX(G)
< mw(G) - Tw(G) = Ttw(G). O

Antes de continuar presentamos una desigualdad cardinal muy
importante, valida en cualquier grupo topolégico.

PROPOSICION 1.6.5. Sean G un grupo topologico y H un subgrupo
normal cerrado de G. Entonces w(H) < w(G) y w(G/H) < w(G). Ademads,
X(G/H) < x(G).

DEMOSTRACION. La desigualdad w(H) < w(G) es evidente. Para
probar que w(G/H) < w(G) note que si U es abierto en G, entonces
U* = r(U) es abierto en G/H, donde 11 es el homomorfismo canonico
m: G — G/H. Ademas, si B es una base para G, m(®) = {r1(U) : U € B}
es una base para G/H. Asi, w(G/H) < w(G). La desigualdad
X(G/H) < x(G) se prueba de la misma forma. O
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Ahora demostremos un resultado un poco sorprendente, el cual es
valido s6lo en grupos topologicos.

TEOREMA 1.6.6. Sea G un grupo tal que d(G) < |G|. Entonces
AG) = |G|.

DEMOSTRACION. Sea D’ un conjunto denso en G de cardinalidad
d(G). Considere D = (D'). Entonces |D| = d(G). Sea Dy = D y considere
g1 € G\ D. Definimos D; = g1Dy, que resulta denso y ajeno a D.
Supongamos que hemos construido de esta forma conjuntos densos
Dy paratoda & < B, B < |G|. Sea gg € G\(Uy<p Do)- Podemos encontrar

tal gp pues

U Do =X 1Dl < 8- 1DI < 6]

x<p x<p
siempre que S < |G|. Continuando este proceso logramos |G| densos
ajenos entre si. Cada denso debe intersectar a todo abierto no vacio, y
por lo tanto cada abierto debe tener cardinalidad |G|; en consecuencia,
A(G) = |G| O




Capitulo

Compacidad

Los conceptos de compacidad y compacidad local son de particular
importancia en grupos topologicos. En grupos localmente compactos
podemos definir una teoria de la medida, (vea [49]). Ademas, en esta
clase de grupos se desarrolla la teoria de dualidad de Pontryagin-Van
Kampen, de gran importancia en analisis. En esta parte se establecen
los hechos fundamentales que permiten abordar estas dos teorias.

Los grupos compactos y localmente compactos en muchos sentidos
se han caracterizado casi completamente. Se conoce su estructura
algebraica y topolégica y muchos de sus invariantes cardinales.

La primero estudiaremos las principales propiedades de los grupos
compactos y localmente compactos. En ella también se encuentran
resultados sobre grupos numerablemente compactos. En la segunda
seccion se analizan grupos con propiedades relacionadas a la compaci-
dad tales como acotacion total, ser generado por un subconjunto com-
pacto, etc. A continuacion, se establecen las principales desigualdades
cardinales para grupos compactos o con propiedades relacionadas a la
compacidad. Por ultimo, se presenta una breve introduccion a la teoria
de dualidad.

2.1. Grupos compactos y localmente compactos

TEOREMA 2.1.1. Sean G un grupo topoldgico, U una vecindad de eg
y F un subconjunto compacto de G. Entonces existe una vecindad V de
e¢ tal que xVx—' C U para toda x € F.

DEMOSTRACION. Sea W una vecindad simétrica de e tal que W3 C U.
Como F C UXGF Wx y F es compacto, existen xq,...,Xx, € F tales que
F C g, Wxy. SeaV = (,_, x; ' Wxy. Es claro que V es una vecindad de
ecy kax,:1 C Wparak=1,...,n. Si x € F, entonces x € Wx; para
cierta k < n. Asi, x = wxy para algin w € W, y de aqui

xVx~l=wx Vx, 'w Cwww T C WP C UL O

Sabemos que si G es un grupo topologico y H es uno de sus
subgrupos cerrados, entonces la funcién canénica w: G — G/H es
continua y abierta. Para H compacto, podemos mejorar este resultado:

23
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TEOREMA 2.1.2. Si G es un grupo topoldgico y H es un subgrupo
compacto de G, entonces la funcion canonica 1 de G a G/H es una
funcion cerrada.

DEMOSTRACION. Suponiendo que A es cerrado en G, probaremos
que el complemento de 7T(A) es abierto en G/H. Considere x € G tal
que 11(x) ¢ 1(A). Entonces x ¢ AH. Dado que AH es cerrado, existe una
vecindad U de x tal que UN(AH) = &. Por definiciéon, 17(U) es un abierto
en G/H que contiene a 71(x) y es ajeno a 11(A). Suponga lo contrario y
tome z € (U) N m(A), es decir z = m(a) = 1r(u) para ciertos a € Ay
u € U. Por lo tanto, a~'u € Hy u € AH, una contradiccion. Ya que xH
fue un elemento arbitrario de G/H \ 1(A) concluimos que G/H \ 1(A)
es abierto. O

La compacidad y la compacidad local de grupos se hereda a espacios
cocientes de G entre subgrupos cerrados H:

TEOREMA 2.1.3. Sean G un grupo topologico y H un subgrupo
cerrado de G. Si G es compacto, entonces H y G/H también lo son.
Si G es localmente compacto, entonces H y G/H también lo son.

DEMOSTRACION. Es claro que la compacidad y la compacidad local
se hereda a subgrupos cerrados.

Dado que la funcién canénica m: G — G/H es continua y sobre, si
G es compacto, entonces G/H también lo es.

Ahora probaremos que si G es localmente compacto, el espacio
G/H es localmente compacto. Sea 1r(a) € G/H. Debemos encontrar una
vecindad compacta de 1r(a) en G/H. Sea U una vecindad de a cuya
cerradura U en G es compacta. Entonces 1r(U) es compacto y por lo
tanto cerrado. Como U C U, (U) C m(U) por lo que m(U) es compacta.
Note que 1r(U) es una vecindad abierta de m(a) en G/H, lo que termina
la demostracion. O

Hemos usado el hecho de que si 7t: G — G/H esla funcion canoénica
y K C G es compacto, entonces 11(K) también es compacto. El reciproco
de este resultado también es cierto con una hipoétesis adicional: la
imagen inversa de un compacto en el espacio cociente G/H es compacta
si H es compacto. Antes de probar este resultado necesitamos algunos
hechos auxiliares. Recuerde que una funcion continua f: X — Y se
llama perfecta (X, Y espacios topologicos) si f es cerrada y todas las
fibras f~1(v), v € Y son compactas en X.

Podemos generalizar el teorema 2.1.2 al afirmar que la funcién
canoénica 1m: G — G/H es perfecta si el subgrupo H de G es compacto.
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PROPOSICION 2.1.4. Si f: X — Y es una funcion cerrada, entonces
para cualquier subespacioL C Y larestriccion fr = f | f~'L): f~'(L) —
L es cerrada.

DEMOSTRACION. Sea A C X un conjunto cerrado en X, entonces
fLANfHL) = fAN fFHL) = f(ANL,

y como f es cerrada, f(A) es cerrada en Y y asi f(A) N L es cerrada en
L. O

De la proposicion 2.1.4 y de la definicion de funcion perfecta se
deduce facilmente el siguiente resultado.

PrROPOSICION 2.1.5. Si f: X — Y es una funcion perfecta, entonces
para cualquier cervado A C X y cualquier subespacio B C Y las
restricciones f | A:A— Y y fg=f | f~1(B): f~Y(B) — B son perfectas.

TEOREMA 2.1.6. Si f: X — Y es una funcion perfecta, entonces
para todo subconjunto compacto Z C Y, su imagen inversa f~1(Z) es
compacta en X. En particular, si Y es compacto, X también lo es.

DEMOSTRACION. Primero notemos que si v € Yy U es una vecindad
abierta de f~'(y), entonces existe una vecindad W de y tal que
f71W) C U: definimos W = Y \ f(X \ U). Claramente y € Wy W
es abierto por ser f cerrada. Por lo tanto, f~Y(W) C U.

De acuerdo con la proposicion 2.1.5, es suficiente probar que si Y
es compacto, entonces X también lo es. Sea Al una cubierta abierta de
X. Sin pérdida de generalidad supongamos que AU es cerrada respecto
a uniones finitas. Sabemos que para toda y € Y, f~'(y) es compacto
en X y que existe U, € U tal que F oy C U,; por consiguiente, existe
un abierto V, en Y tal que y € V,, y f~1(V,) C U,. Puesto que Y
es compacto, la familia {V,, : v € Y} contiene una subcubierta finita
{V, : ¥ € Y'}, entonces la subfamilia finita {U, : € Y’} de U es una
cubierta de X. O

Suponga que tenemos un grupo G, un subgrupo H de G y una
propiedad topolédgica . Un problema muy conocido en la teoria de
grupos topologicos es: si G/H y H tienen %, jtambién G posee P? En
este libro responderemos afirmativamente esta pregunta para varias
propiedades P, por ejemplo conexidad, compacidad, etc. Comencemos
con la compacidad.

TEOREMA 2.1.7. Sean G un grupo topologico y H un subgrupo
compacto de G. Si Q C G/H es compacto, entonces P = Q) es
compacto, donde 1t: G — G/H es la funcion canonica. En particular, si
G/H es compacto, G también lo es.
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DEMOSTRACION. Basta probar que 71 es perfecta. Del teorema 2.1.2
se deduce que 1T es cerrada.

Si x € G, entonces T 1(11(x)) = xH que es compacto. Asi es que 1T
es perfecta y la compacidad de w~'(Q) se deduce del teorema 2.1.6. O

Del teorema 2.1.7 se desprende que la funcién canoénica T: G —
G/H es perfecta siy so6lo si H es compacto en G.

Existen grupos numerables sin puntos aislados, por ejemplo el
grupo Z con la p-topologia (véase el Ejemplo 2 de la Seccion 2 del
Capitulo 1). Demostraremos que tales grupos no pueden ser localmente
compactos.

TEOREMA 2.1.8. Todo grupo topoldgico localmente compacto G tal
que |G| < ¢ es discreto.

DEMOSTRACION. Suponga que G es localmente compacto y no
discreto. Entonces G no tiene puntos aislados por ser homogéneo.
Sea U una vecindad abierta de e; tal que K = U es compacto. Tanto
U como K carecen de puntos aislados. Si aplicamos el teorema de
Cech-Pospisil a K, dado que x(x, K) > X, para toda x € K, obtenemos
|G| > |K| > ¢, lo que termina la demostracion. O

Note que todo grupo compacto G no discreto tiene cardinalidad no
menor que c, lo cual se desprende del teorema 2.1.8.

El siguiente resultado acerca de subconjuntos compactos de un
grupo nos sera de utilidad posteriormente.

TEOREMA 2.1.9. Sean G un grupo topoldgico, F un subconjunto
compacto de G, U un subespacio abierto de G tal que F C U. Entonces
existe una vecindad V de eg tal que (FV) U (VF) C U. Si G es localmente
compacto, entonces V se puede elegir de tal forma que ambos conjuntos
FV y VFE sean compactos.

DEMOSTRACION. Para cada x € F, existe una vecindad W, de eg
tal que xW, C U y una vecindad V, de e; tal que V2 C W,. Como
F C Uycp XV, existen x,...,x, € F tales que F C ULI Xk Vy,. Sea
Vi =Ni-; Vx,- Entonces

n n n
i € (Jxv )i cUnvi, € Jxawe, CU.

k=1 k=1 k=1
De manera similar, existe una vecindad V, de eg tal que VoF C U.
Sea V = V; N V,, y entonces obtenemos ((FV) U (VF)) C U. Si G
es localmente compacto, entonces V se puede elegir con cerradura
compacta. Se deduce que FV es cerrado y compacto. Dado que FV C FV
y FV es cerrado, tenemos FV C FV y de aqui FV es compacto. En forma
semejante, VF es compacto, asi que FV y VF son compactos. O
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Ahora analicemos algunos resultados sobre compacidad numera-
ble.

TEOREMA 2.1.10. Si un grupo topoldgico G contiene un subgrupo
compacto H tal que el espacio cociente G/H es numerablemente com-
pacto, entonces G es numerablemente compacto.

DEMOSTRACION. Queremos probar que G es numerablemente com-
pacto, es decir que cada subconjunto infinito de G tiene un punto de
acumulacion. Sea X C G con |X| = N,. Si para algun g € G tenemos
|XNgH| = Xy, entonces X tiene un punto de acumulacion en el subespa-
cio compacto gH. Supongamos entonces que para cada g € G tenemos
|X N gH| < N. Sea m: G — G/H la funcién canénica. De nuestra
suposicién se desprende que |(X)| = X y por consiguiente 1r(X) tiene
un punto de acumulacion, es decir, existe a € G tal que cada vecindad
U de aH en G/H satisface |mm(X) N U| = R;. Mostraremos que en tal
caso alguna p € aH es punto de acumulaciéon de X. Si no ocurriese
asi, entonces para cada p € aH se tendria una vecindad abierta V,
de p en G tal que |[X NV,| < Xy. Puesto que aH es compacto, existe
un conjunto finito F C aH tal que aH C |J, . Vp. De aqui se deduce
que V = J, .V, es una vecindad abierta de aH con [X N V| < N,. Al
ser perfecta la funcion m: G — G/H (véase comentario siguiente al
Teorema 2.1.7), existe una vecindad abierta U de aH en G/H tal que
T~ 1(U) C V. Entonces |U N m(X)| < Ny, que contradice la eleccion del
punto a € G. O

En el teorema 2.1.10 no se puede debilitar la hipotesis sobre H
a compacidad numerable sin perder el resultado como lo muestra la
siguiente observacion. Existen dos grupos numerablemente compactos
Hy K cuyo producto G = H x K no es numerablemente compacto [vD1]y
[HvM]. Las construcciones de tales grupos utilizan axiomas adicionales
a ZFE, por ejemplo la hipotesis del continuo o el axioma de Martin.

Es natural preguntarse si existen grupos numerablemente com-
pactos no compactos. La respuesta nos la da el siguiente ejemplo, en
el que utilizamos un X-producto, cuya definicién se encuentra en el
apéndice B (Definicién B.37):

EsEMpLO 2.1.11. Sea {G; : i € I} una familia de grupos compactos
con |G;| > 1 para todo i € I, donde |I|] > Ny. En el producto
G = [li¢; Gi considere el X-producto G* con la identidad e como
punto base. Es inmediato que G* es un subgrupo propio denso de
G, y por lo tanto no puede ser compacto. Ahora probaremos que
G* es numerablemente compacto. Considere un subconjunto infinito
numerable F C G*. Debemos mostrar que F tiene un punto de
acumulacion en G*. Sea H = J{Supp(x) : x € F}. Por definicion,
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cada Supp(x),x € F, es numerable asi que |H| < Ry. Observe que el
producto G’ =[],y Gi x HJGI\H{eGj} es compacto y F C G, por lo que
existe z € G’ que es punto de acumulacion de F en G'. S6lo resta notar
que z € G’ C G*.

Un subgrupo H de un grupo topologico G es totalmente denso en
G si para todo subgrupo cerrado N de G, el conjunto H N N es denso
en N. El subgrupo H es débilmente denso en G si para todo subgrupo
normal N de G, el conjunto H N N es denso en N.

Un espacio X se llama precompacto si la cerradura de cualquier
subconjunto numerable Y C X es compacta.

Note que todo espacio precompacto es numerablemente compacto.

PROPOSICION 2.1.12. Sean G un grupo compacto, ¢: G — G’ un
homomorfismo continuo de G sobre G’', H' un subgrupo de G’ y
H = ¢~ (H'). Entonces:

1 es denso éen , entonces es denso éen G.
(1) SiH esd G’ ti Hesd G
1 es totalmente denso en , entonces es totalmente denso
(2) SiH' es total ted G’, ent H es total ted
enG.
1 es precompacto, entonces am lén 0 és.
(3) SiH’ t t H también 1

DEMOSTRACION. Note que @ es un homomorfismo abierto (véase el
Teorema 5.1) y que @ | H es abierto: si U es abierto en Hy V es un
abierto en G tal que U = H NV, entonces @(U) = (V) N H’; por lo
tanto, @(U) es abierto en H'. Recuerde que toda funcién continua de un
compacto en un espacio Hausdorff es perfecta.

(1) Queremos demostrar que H = @~ '(H’) es denso en G. Sea U
abierto en G, entonces @(U) es abierto en G’ y por consiguiente
@(U) N H' # @, de donde se deduce UN @~ '(H) # @, como se
requiere.

(2) Sea K un subgrupo cerrado de G. Entonces H' N @(K) es denso
en @(K) y se desprende de (1) que el conjunto ¢~ (H' N (K)),
que es igual a H N K, es denso en K.

(3) Sea D un subconjunto numerable de H. Como H’ es
precompacto, existe un subconjunto compacto K C H’' que
contiene a @(D). Entonces D esta contenido en @ ~1(K), que es
compacto al ser la imagen inversa de un compacto respecto a
una funcion perfecta.

O
2.2. Propiedades relativas a compacidad

Una clase mas amplia que los grupos compactos la constituyen los
grupos totalmente acotados.
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Un grupo topologico G es totalmente acotado si para cada vecindad
U de eg existe un subconjunto F C G tal que F es finitoy G = F - U.

Los grupos totalmente acotados tienen una propiedad muy im-
portante: son subgrupos densos de grupos compactos (véase [We]).
Ademas, la propiedad se preserva en subgrupos, bajo homomorfismos
continuos y en productos. Observe que los grupos totalmente acotados
no pueden contener subgrupos infinitos discretos y que su grado de
dispersion es igual a la cardinalidad del grupo.

Note que todo grupo compacto es totalmente acotado: si G es
compacto y U es una vecindad de eg, entonces podemos cubrir a G
con los abiertos gU, para toda g € G. De la compacidad obtenemos
una subcubierta finita y de aqui el subconjunto finito F C G tal que
G=F-U.

PROPOSICION 2.2.1. Sea G un grupo totalmente acotado. Entonces:

(1) Si U es una vecindad arbitraria de eg, entonces existe L C G
finito tal que G = U - L.

(2) Cualquier subgrupo K de G es totalmente acotado.

(3) Si K es un grupo topologico que es la imagen de G respecto a
un homomorfismo continuo, entonces K es totalmente acotado.

(4) Si K es un subgrupo denso de un grupo L y K es totalmente
acotado, entonces L también es totalmente acotado.

DEMOSTRACION. (1) Sea U una vecindad arbitraria de eg; existe
una vecindad simétrica V de e tal que V C U. Ya que G
es totalmente acotado, podemos encontrar un subconjunto
finito F C G con la propiedad de que G = F - V. Considere
L ={x"!':x € F}. Se verifica facilmente que G =V - L y con
mayor razéon G = U - L.

(2) Sea U una vecindad de la identidad e en H. Existen vecindades
VyWdeeenGtalesque VNH =Uy W™ 'W C V. Como
G es totalmente acotado, existe un subconjunto finito F C G
tal que G = F-W. Si x € Fy xW interseca al subgrupo H,
tomamos un punto a, € H N xW; si no es asi hacemos a, = e.
Se comprueba que A ={ay:x € F} esfinitoyH=A-U.

(3) Sean V una vecindad abierta de ex en Ky ¢: G — K
un homomorfismo continuo y suprayectivo. El conjunto
U = @ 1(V) es abierto en G y contiene a ec; por lo tanto,
existe un subconjunto finito, y F de G tal que G = F - U. El
conjunto L = @(F) es finito y es facil probar que se satisface
L-V=g@(F- U)=qpG) =K.

(4) Sean U y W vecindades de la identidad e de L tales que W es
simétrica y W2 C U. Entonces V = W N K # @ es una vecindad
de e en K v, por lo tanto, existe un subconjunto finito F C K
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tal que K C F-V. Se afirma que L = F-U. Seag €L,y
entonces existe h € KN gW. Por consiguiente, h = gw para
algin w € W. Ademas, h = fv para ciertos f € F, v € V. Asi
esque g=hw ! = fow '€ F-W.-W C F-U. De lo anterior
obtenemos, L = F - U.

O

Note que los puntos con coordenadas racionales en el grupo del
circulo forman un subgrupo del grupo del circulo T que es totalmente
acotado denso y no compacto. Esto ultimo demuestra que la clase de
los grupos totalmente acotados es estrictamente mas amplia que la
clase de los grupos compactos.

Un grupo topologico G es compacto de origen si existe una vecindad
V de e¢ tal que V es compacto y el conjunto V genera al grupo G, es
decir, G = (V).

Si el grupo G esta generado por un subconjunto H compacto,
entonces G es compacto generado.

Si G es compacto de origen, entonces G es o-compacto, es decir, es
la union numerable de subespacios compactos: sea U = VUV ™!, donde
V es como en la definicion, claramente G = | U" y cada una de las

potencias U es compactay G =J, ., U -

n<w

TEOREMA 2.2.2. Sea G un grupo topoldgico con un subgrupo normal
y compacto H tal que G/H es compacto generado. Entonces G es
compacto generado.

DEMOSTRACION. Sea 1m: G — G/H el homomorfismo canénico y
suponga que 71(A) es compacto y genera a G/H. Dado que 17 es perfecta
sabemos que AH es compacto. Por lo tanto, (AH) U H es compacto. Se
verifica facilmente que (AH) U H genera a G. O

TEOREMA 2.2.3. Sea G un grupo localmente compacto y H un
subgrupo normal de G. Si G/H y H son compactos generados, entonces
G también es compacto generado.

DEMOSTRACION. Sea 11: G — G/H la funcion canonica. Suponga que
m(X) es un compacto que genera G/H. Ya que 1 es perfecta podemos
suponer que X es compacto. Si A es un subconjunto compacto de H
que genera a H, entonces A U X es un subconjunto compacto de G que
genera a G. O

2.3. Funciones cardinales y compacidad

En esta seccion describiremos como se comportan varias funciones
cardinales en grupos topoldgicos compactos o con propiedades rela-
cionadas con la compacidad.
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El primer resultado establece la coincidencia del caracter y del peso
en cierta clase de grupos topologicos.

TEOREMA 2.3.1. Sea G un grupo topoldgico con la propiedad de que
para cada vecindad U de e existe un subconjunto Dy C G tal que
|Dy| < x(G) y G = U - Dy. Entonces w(G) = x(G).

DEMOSTRACION. Siempre se cumple que x(G) < w(G), pues cualquier
base para G resulta una base local para cualquier punto g € G. Resta
demostrar que w(G) < x(G).

Sea %B(e;) una base local para e; con cardinalidad igual a x(G).
Definimos % = {Bx : B € %B(e¢), x € D}, donde Dg es un subconjunto
de G tal que G = B- Dp. Sabemos que % es una base para G y de la
definicion se desprende que

Bl < > Ds| < X(6) - X(G) = X(G),
BeB(eg)

por lo cual, w(G) < x(G). O
COROLARIO 2.3.2. Sea G un grupo o-compacto, entonces w(G) = x(G).

DEMOSTRACION. Observe que si G es o-compacto y U es una
vecindad de eg, entonces existe un subconjunto numerable F C G
tal que G = U - F. Por lo tanto, se cumplen las hipotesis del
teorema 2.3.1. ([l

Recordemos que el niimero de Lindel6f de un espacio X es el
numero cardinal mas pequeco I(X) tal que toda cubierta abierta admite
una subcubierta de cardinalidad I(X).

Ahora probaremos que la cardinalidad de ciertos grupos es de la
forma 2¥ donde «k es el peso del grupo en cuestion.

TEOREMA 2.3.3. Sea G un grupo topologico localmente compacto y
o-compacto. Entonces, si G no es discreto, se cumple que |G| = 2*©),

DEMOSTRACION. Observe que G es un grupo de Lindeldf pues
G es o-compacto y por lo tanto su numero de Lindeldf I(G) es
numerable. Dado que nuestro grupo G es Hausdorff, tenemos que
|G| < 2UOX©G) = 2X(G) = Qw(G),

Por otro lado, G es un espacio homogéneo no discreto y por eso
X(g,G) = x(eg,G) = X(G) > Ny para toda g € G. Del teorema de
Cech-Pospisil sabemos que |G| > 2X© asi que |G| = 2X©, Puesto que
w(G) = x(G) (Corolario 2.3.2), concluimos que |G| = 2%(©), O

COROLARIO 2.3.4. Sea G un grupo topoldgico compacto infinito.
Entonces |G| = 2%,
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Ahora probaremos que todo grupo compacto satisface la condicion
de Souslin, es decir, que tiene celularidad numerable. Recuerde que
un espacio satisface la condicion de Souslin si toda familia de abiertos
no vacios mutuamente ajenos es a lo mas numerable. De hecho, en el
capitulo 5 se prueba un resultado mas general: todo grupo o-compacto
satisface la condicién de Souslin. Sin embargo, la demostracion para
el caso compacto (debida a D. Strauss) es muy sencilla y vale la pena
presentarla. Antes necesitamos una proposicion auxiliar.

Una funcion real f definida en una clase de subconjuntos de un
espacio X a [0, 1] se llamara mondtona si siempre que U C V se cumple
que f(U) < f(V).

PROPOSICION 2.3.5. Sea X un espacio regular que admite una funcion
f mondtona del conjunto de todos los subconjuntos abiertos no vacios
de X a (0,1] tal que f(G U H) > f(G) + f(H) siempre que GNH = @.
Entonces c(X) < Ng.

DEMOSTRACION. Sea ¥ una familia de abiertos no vacios en X y
¥’ la familia de uniones de subfamilias numerables de %'. Podemos
suponer, sin perder generalidad, que ¥ contiene a todo abierto O
tal que O C U para alguna U € V. Entonces existe V € ¥’ tal que
SV) = sup{f(W) : W € ¥'}: sea a el supremo de {f(W) : W € V'}.
Para cada n € N* existe B, € ¥’ tal que a < % + f(B;,). Claramente
V = Up<wBn cumple el requisito.

De la definicién de V se desprende que U C V para toda U € V:
si no fuera asi, existiria, por la regularidad de X, un subconjunto
abierto no vacio O con O C U\ V. Esto tltimo implica que VU O € V",
fVUO) > f(V)+ f(O) > f(V), lo que contradice la elecciéon de V. Esta
claro que la subfamilia de V" de abiertos no vacios ajenos dos a dos debe
ser numerable; en caso contrario, no podriamos encontrar un elemento
V € V' que satisfaga U C V para todo U € V. O

TEOREMA 2.3.6. Sea G un grupo compacto. Entonces c(G) = N,.

DEMOSTRACION. Todo lo que debemos hacer es encontrar una
funcion de la familia de abiertos no vacios de G en (0, 1] que satisfaga
las condiciones de la proposicion 2.3.5.

Sea F(eg) el filtro de vecindades abiertas de la identidad e en G. Si
W'y V son abiertos no vacios en G, sea ny (V) el nimero mas pequeno
de traslaciones derechas de W que cubren a V. Sea

SV) = sup{inf{ny(V)/ny(G) : U € F(eg), U C W} : W € Fleg)}.

Es claro que f es monotona. Ademas, si O N O’ = @, existe
una W € %F(eg) tal que siempre que U € F(eg) vy U C W, tenemos
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ny(0O U 0') = ny(0) + ny(0), lo cual implica la desigualdad requerida
para f. O

2.4. Acerca de la teoria de la dualidad

Los siguientes resultados relativos a grupos localmente compactos
nos dan informacion de la estructura algebraica (y topoldgica) de estos
grupos. Observe que pedimos que el grupo sea abeliano. Esta es una
de las muchas ocasiones en las que aparece la dificultad de tratar
con grupos no abelianos, de los cuales, en general, se conoce poco.
Estos teoremas son importantes en el desarrollo de la teoria de la
dualidad de Pontryagin-Van Kampen para grupos abelianos localmente
compactos. Vale la pena describir muy brevemente la idea de esta teoria
en el presente capitulo, pues se desarrolla para grupos localmente
compactos.

La teoria de Pontryagin-Van Kampen establece que todo grupo
localmente compacto G es el grupo dual de su grupo dual, donde el
grupo dual G* de G es el grupo de todos los homomorfismos continuos
de G al grupo del circulo T con la topologia “compacta-abierta” (véase
[32], Sec. 3.4). En otras palabras, toda porcion de informacion relativa
a un grupo localmente compacto estd contenida en alguna parte de su
grupo dual. Por ejemplo, G* es discreto si G es compacto y viceversa; si
G es un grupo abeliano compacto Hausdorff, entonces G es metrizable
si y solo si G* es numerable; G es conexo si y solo si G es libre de
torsion. Asi, cualquier grupo compacto abeliano puede caracterizarse
mediante propiedades puramente algebraicas de su grupo dual discreto.

En la teoria algebraica de grupos, los grupos ciclicos desempenan
un papel muy importante. Como se vera, lo mismo ocurre para los
grupos topologicos.

Un grupo topologico se llama monotético si tiene un subgrupo
ciclico denso.

Por ejemplo, el grupo T es monotético y todas las potencias finitas
de este grupo también lo son.

El siguiente teorema es importante por si mismo y ademas es el
primer paso en el desarrollo de la teoria de la dualidad.

TEOREMA 2.4.1. Sea G un grupo monotético localmente compacto.
Entonces G es compacto o G es topoldgicamente isomorfo al grupo
discreto 7.

DEMOSTRACION. Si G es un grupo discreto, entonces G =Z o G es un
grupo ciclico finito y por lo tanto compacto. Debemos entonces probar
que G es compacto si no es discreto.

Suponga que G no es discreto. Entonces G es infinito, y sea H un
subgrupo ciclico denso de G; digamos que el subgrupo H esta generado
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por x, es decir, H = (x), el cual es no discreto e infinito. Note que
ambos grupos, G y H, son abelianos.
Sea V una vecindad simétrica y abierta de la identidad en G con
V compacta. Si g € G, entonces V + g contiene a kx para alguna
k € Z. Por lo tanto, existe una vecindad simétrica W de e en G tal
que (g — kx)+ W C V. Como G no es discreto, W contiene un nimero
infinito de nx y dado que W es simétrico, —nx € W si nx € W. Asi,
existe una j < k tal que jx € W. Hagamos i = k — j. Entonces i > 0
yg—ix=9g—kx+jx € (g—kx)+W C V. Esto demuestra que
G = ;. (ix+V). Ya que V es compacto en G, tenemos
N
VC U(ix +V), paraalguna N > 0. (2.1)
i=1
Sea g € G un elemento arbitrario y sea n = n(g) el numero
natural positivo mas pequero tal que g € nx + V. De 2.1 obtenemos
nx —g cix+V,donde 0 < i < N. Entonces g € (n —i)x +V y por
la definicion de n concluimos que n < i. Note que el conjunto V es
simétrico al ser la cerradura de un conjunto simétrico V. Asi, para cada
g € G, n(g) < N, lo cual significa que

N
G =|Jix+V),
i=1
una union finita de subconjuntos compactos, y de aqui se deduce la
compacidad de G. O

En el segundo paso del desarrollo de la teoria de la dualidad de
Pontryagin-Van Kampen se obtiene el siguiente teorema, el cual describe
la forma o estructura de los grupos abelianos localmente compactos
que son generados por un subconjunto compacto. Esto nos da una
primera etapa hacia la generalizacion topologica de un teorema bien
conocido, el cual afirma que todo grupo abeliano generado por un
subconjunto finito se puede expresar como el producto directo de
grupos ciclicos.

TEOREMA 2.4.2. Todo grupo abeliano localmente compacto y com-
pacto generado G es topoldgicamente isomorfo al producto R™ x Z¥ x F,
donde m, k € N, F un grupo compacto y 7 discreto.



Capitulo

Grupos metrizables y seudonormas

En este capitulo estudiaremos el concepto de seudonorma en
grupos topologicos, de gran importancia para el resto del libro porque
proporciona métodos alternativos para abordar algunos temas basicos,
como la metrizacién de grupos y la definicion de topologias en grupos
libres. En ambos casos se puede caracterizar la familia de vecindades
de la identidad en términos de seudonormas. Ademas, en este capitulo
demostraremos, como consecuencia de que la topologia de un grupo se
puede generar con seudonormas, algunos resultados sobre metrizacién
de grupos topologicos.

3.1. Seudonormas

Comenzamos con la definicién y las propiedades elementales de
las seudonormas.

Sean G un grupo y N una funcion de valores reales no negativos
definida en G. Diremos que N es una seudonorma en G si cumple las
condiciones siguientes:

i) Sie eslaidentidad del grupo G, entonces N(e) = 0.
ii) Si xy y son elementos arbitrarios de G, entonces
N(xy™") < N(x) + N(y).

Si ademas se cumple la condicion N(x) # 0 para todo x +# e, entonces
diremos que N es una norma en G.

Las siguientes propiedades se deducen facilmente a partir de la
definicion de seudonorma.

LEMA 3.1.1. N(x) > 0 y N(x) = N(x~ 1) para x € G arbitrario.

DEMOSTRACION. Si sustituimos x = e en (ii) de la definicion,
obtenemos N(y~!) < N(e) + N(y) = N(y). De manera similar, podemos
obtener N(v) < N(y~!), de donde se deduce que N(y~') = N(y). O

Ademas, de la propiedad (ii) y el lema 3.1.1 podemos deducir el
siguiente lema, cuya demostracion se deja como ejercicio al lector.

35
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LEMA 3.1.2. Si N es una seudonorma en el grupo G, entonces
N(xy) < N(x) + N(y), para cualesquier x,y € G.
Lema 3.1.3. Si N es una seudonorma en el grupo G, entonces
IN(x) — N(»)| < N(x"'y), para cualesquier x,y € G.

DEMOSTRACION. Es facil ver, mediante una aplicacion del lema 3.1.2
ay=x(x"'y)yx=yx"1y)"!ydelapropiedad (ii), que

N(») < N(x)+ N(x~ "),
N(x) < N(») +N(x"'y),
de donde obtenemos
N(y) = N(x) < N(x'y),
N@) - N(») < N(x~ ).
De estas desigualdades obtenemos [N(y) — N(x)| < N(x~1y). O

Las demostraciones (faciles) de los dos lemas siguientes se dejan
como ejercicio al lector.

LEmMA 3.1.4. El producto de una seudonorma en G por un numero
real no negativo es una seudonorma en G.

LEMA 3.1.5. La suma de dos seudonormas de un grupo G también
es una seudonorma de G.

El siguiente lema nos proporciona un método para definir una
seudonorma a partir de una funcion.

LeMA 3.1.6. Si f es una funcion real acotada cuyo dominio es el
grupo G, entonces la funcion N en G definida por

N(x) =sup|f(yx) — f(»)], (x€G)
yeG

es una seudonorma en G.

DEMOSTRACION. Es evidente que N(e) = 0. Por otro lado, tenemos
que

Nxy™ 1= squ |fzxy™) — f(2)|
ze

< sug(\f(zxy‘l) — f@x)| +|f(zx) - f(2)])
ze

IN

sup | f(zxy™!) — f(zx)| + sup | f(zx) — f(2)|
zeG zeG

= sup |f(ty~!) — f(B)] + sup | f(zx) — f(2)|
teG zeG

=Ny~ ") + N(x).
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1

Ademas, si definimos z = yx~", entonces

N(x™Y = sup | f(yx™") — f()| = sup | f(2) — f(zx)| = N(x).
yeG zeG

En consecuencia, aplicando esta ultima igualdad con y en lugar
de x, tenemos que N(xy~!) < N(y~!)+ N(x) = N») + N(x). La
funcién N cumple entonces las condiciones (i) y (ii) de la definicion de
seudonorma. (I

LEMA 3.1.7. Sean @ un homomorfismo del grupo G al grupo H y P
una seudonorma en H; entonces la funcion P o ¢ es una seudonorma
enG.

La demostraciéon del lema anterior se deja como ejercicio al lector.

Sean G un grupo y N una seudonorma en G. Diremos que N es
una seudonorma invariante si N(x) = N(y~'xy) para cualesquier x y y
en G.

Observe que si sustituimos x por yx en la definicién, obtenemos
la siguiente condicion equivalente para seudonormas invariantes:

N(xy)=N(yx) para cualesquier xy y en G.

Hasta ahora s6lo hemos considerado grupos sin estructura topolog-
ica. En lo sucesivo consideraremos grupos topologicos y seudonormas
continuas. Una seudonorma es continua si es continua como funcion
de G x G a R. El siguiente resultado es una consecuencia sencilla
del hecho de que para toda a en un grupo topologico G la funcion
definida por x — a~'xa es un automorfismo continuo de G, y de que
la composicion de funciones continuas es continua.

LEmMA 3.1.8. Sia € G y N es una seudonorma continua en el grupo
G, entonces la seudonorma N, en G definida por la formula

N.(x)=N@ 'xa), (x€G)
también es una seudonorma continua en G.

DEMOSTRACION. Para e, la identidad de G, tenemos Ng(e) =
N(a—'ea) = N(e) = 0. Si x y v son elementos de G, entonces

Na(xy Y =N@ 'xy'a)=Na 'xaa 'y 'a)
=N(a 'xa)a 'ya)™")
< N(a 'xa) + N(a 'ya) = Ny(x) + N.(y),

es decir, N, es una seudonorma que ademas es continua porque es la
composicion de las funciones continuas Ny ¢,: G — G, donde @,
esta definida por @,4(x) = a " 'xa. O
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El siguiente resultado establece la continuidad de una seudonorma
a partir de su continuidad en la identidad del grupo. Como ya vimos en
el capitulo 1, este resultado también es valido para homomorfismos.

LEMA 3.1.9. Una seudonorma N en un grupo topologico G es
continua si y solo si dado un niimero positivo € existe una vecindad
U del elemento unitario e tal que para todo punto x de la vecindad U,

N(x) < .

Esto es, si N es continua en eg, esta seudonorma es continua en todo el
grupo.

DEMOSTRACION. Si la seudonorma N es continua, entonces, en
particular, es continua en la identidad de G, es decir, para todo nimero
positivo ¢ existe una vecindad U del punto e tal que

[N(x) — N(e)| < ¢

para todo x € G. Por lo tanto, la desigualdad se deduce de que N(e) = 0.

Por otro lado, supongamos que N satisface la condicién enunciada
en este lema. Sea z un elemento arbitrario de G y sea & un nimero
positivo. Existe una vecindad U de e tal que N(x) < ¢ para cada x € U.
El conjunto zU es una vecindad de z. Si v € zU, entonces z~'y € U, de
donde N(z~'v) < g; por lo tanto,

IN(2) = N(»)| < ¢,
lo cual significa precisamente que N es continua en z. O
En el siguiente lema, que es muy importante por sus consecuencias,

utilizaremos la siguiente notacién, donde N es una seudonorma
definida en un grupo topologico G.

Bn(g)={x € G:N(x) < ¢}

LeMA 3.1.10. Supongamos que {U;}?5, es una sucesion decreciente
de vecindades simétricas de la identidad de un grupo topoldgico G tales
que

Ui'2+1 c U,
y entonces podemos definir en el grupo G una seudonorma N tal que
Bn(37) C U; € By(57) para todo i € N. (3.1)

Si los conjuntos de esta sucesion poseen ademas la propiedad
vy Uiy=U; paray € G eic N arbitrario

entonces se puede definir la seudonorma N de manera que sea
invariante.
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DEMOSTRACION. Primero construiremos por inducciéon una familia
de vecindades de la identidad comenzando con U(l) = U,. Luego

definimos las vecindades U(3;), en donde nes fijoym =1, 2, 3,..., 2",
de la siguiente manera:

U(zn%) = Un+1, (32)

U =U(B)Upsr, (m=1,2,...,2" = 1). (3.3)

Hemos definido por induccién un sistema de vecindades de la
identidad U(7), en donde r recorre todas las fracciones diadicas
positivas. Ademas, definimos

U(R)=G param > 2" (3.4)
Ahora probaremos por inducciéon que
U(3)U(z) € U("%5) (3.5)

En efecto, si m > 2", entonces esta relacion se deduce directamente de
3.4. Cuando n = 1 tenemos

U(HU(3) =UUs C Uy =U).
Ahora tomaremos dos casos: m par y m impar. Supongamos
primero que m = 2k, donde k es un entero positivo, y que la relacion

vale para p < n, entonces en virtud de las relaciones 3.1.10, 3.2 y 3.3
tenemos que

D)) = Ulat)Un = V(%) = U(3);
y si ahora m =2k + 1,

U(3)U(3r) = U(%5H) Un = U(557) UnUn © U(525) Una

~ U3 U (k) C U(K) = ().

on

Con esto terminamos la verificacion de 3.5.

Supongamos que tenemos un par de fracciones diadicas tales que
0 < r < s. Entonces podemos suponer que v = 2% y § = 3, donde
k < m, por lo tanto, de 3.5y 3.2 se deduce que U(r) C U(s). Sea ahora
X € G, y definimos f(x) como la maxima cota inferior de todas las
fracciones 7 para las cuales x € U(r). Como U(r) = G si v > 1, entonces
f(x) < 1 para todos los elementos de G. De la definicion de f vemos
que si f(x) < r, entonces x € U(r). Puesto que e € U(Z%,) para todo
n € N*, deducimos que f(e) = 0.

Como la funcién f(x) estd acotada en G, podemos, de acuerdo
con el lema 3.1.6, definir la seudonorma N en el grupo G mediante la
formula

N(x) = sup | f(yx) — f()],
yeG

y probaremos que esta seudonorma cumple con la condicién 3.1.10.
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En efecto, si N(x) < % para alguna x de G, entonces, como f(e) = 0,
obtenemos, debido a la definicion de la seudonorma N,

= |f(ex) — f(e)] < N(x) < %
De acuerdo con la observacion mencionada antes, se deduce que
xeU(%)=Uj,
y, por lo tanto,
By(3) C U

Por otro lado, si x € U; y v es un elemento arbitrario de G, se puede
hallar un niimero natural k > 1 tal que

k k
S fO) <5
Sin embargo, de acuerdo con la observacion anterior, tenemos que
yeU(3),

y, por tanto,
yx e U(¥)u;, yxteu(f)uh
como la vecindad U; es simétrica, y de 3.2 y 3.5, obtenemos

yxeU&L), x'eU(X).
En consecuencia,
k+1
fox) < =,
k+1
Slrx —

Sin embargo,

1 —1 1
Flx) — f) < '” kel

21 21‘71’

k+1 k—1 1
- < - - - =
Sfox™) — fy) < > 57 i T

Las relaciones anteriores valen para y arbitrario en G vy, por lo
tanto, sustituyendo yx en lugar de y en la segunda, obtenemos

Sf) = flyx) <

i—1°

y por consiguiente,
1
‘f(yx) - f(y)| < 2ic1
para y € G arbitrario, de donde

1
i1’

N(x) <
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y de esta forma

Ui € By (541),
con lo cual hemos demostrado la validez de la relaciéon 3.1 para la
seudonorma N. La misma condicion 3.1 implica que N es continua en
la identidad e del grupo G, y por el lema 3.1.9 N es continua en todo el
grupo G.

Por ultimo, observemos que si el conjunto U; (i =0, 1...) cumple la
condicion 3.1.10, entonces esta misma condicion la cumplen todos los
conjuntos U(r) definidos inductivamente segun las férmulas 3.2, 3.3 y
3.4. No obstante, para la funciéon f definida antes tenemos

f(y~lxy) = f(x) para cualesquier x,y € G.

En consecuencia,

N(y~lxy) = sup \fzy™'xy) — f(2)|
ze

=sup |f(yzy~'x) — f(yzy™)| = N(x).
zeG
Como z recorre todos los elementos del grupo G, yzy~' también
recorre todos los elementos del grupo G. De esta forma, en el caso
especial que consideramos, la seudonorma N es invariante y el lema
3.1.10 queda demostrado. [l

El siguiente resultado dice que la topologia de un grupo se puede
definir mediante seudonormas continuas. Lo aplicaremos para probar
que todo grupo topoldgico es completamente regular (Teorema 3.1.12
y todo grupo primero numerable es metrizable (Teorema 3.2.2).

TeEOREMA 3.1.11. Sea G un grupo topoldgico y U una vecindad
de la identidad de G. Entonces, en el grupo topologico G existe una
seudonorma continua N tal que el conjunto

Uv={x€G:Nx) <1}
estd contenido en la vecindad U:
Uy C U.
DEMOSTRACION. Si suponemos que Uy = U N U~!, tomemos una
sucesion {U; : i € N} de vecindades simétricas de la identidad en el

grupo G que cumple la condiciéon 3.1.10 del lema 3.1.10. De acuerdo
con esto, en el grupo G existe una seudonorma continua N tal que

By(3) C U; € By(5=r) paratodo i€ N. (3.6)
Para i = 0 deducimos de 3.6
Uy = Bn(1) C U,

y por lo tanto Uy C U. (I
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Como se sabe, existen espacios topologicos Hausdorff no regulares
y ademas hay espacios regulares Hausdorff que no son completamente
regulares. La presencia de la estructura de grupo impide estas
situaciones: todo grupo topoldgico Hausdorff es regular. A partir
del teorema 3.1.11, obtenemos el siguiente resultado:

TeOREMA 3.1.12. Todo grupo topologico es completamente regular.

DEMOSTRACION. Sea x un elemento arbitrario y U una vecindad de
este elemento en el grupo topologico G. Debemos mostrar la existencia
de una funciéon continua f en G tal que f(x) =0y

{reG:fyy<1ycu

Con este fin, consideremos la vecindad x~'U de la identidad en el
grupo G. Por el teorema 3.1.11, en el grupo G existe una seudonorma
continua N tal que By(1) C x~'U. Sin embargo, la funcién f definida
por la formula f(y) = N(x~'y) es continua en G, f(x) = 0 y de
f() < 1 se deduce que x~'y € x~'U; por lo tanto, y € U, es decir,
{y € G: f(y) <1} C U, que es lo que se queria demostrar. O

Otra consecuencia importante del teorema 3.1.11 es que la
topologia de cualquier grupo topologico se puede generar mediante
una familia de seudonormas. En efecto, si U es cualquier vecindad de
la identidad, por el teorema 3.1.11 existe una seudonorma continua N
tal que Uy C U. Esto implica que todas las vecindades de la identidad
se pueden generar mediante alguna seudonorma continua.

3.2. Metrizabilidad

Ahora estudiaremos grupos que cumplen con el primer axioma de
numerabilidad y su relacién con la existencia de métricas invariantes
por un lado en grupos topologicos.

Sea G un grupo con una métrica p. La métrica p es invariante por
la izquierda si la relacion

pzx,zy) = p(x, )

se cumple para cualesquier x, v y z elementos de G. De una manera
similar se define una métrica invariante por la derecha. Una métrica en
el grupo G que es simultaneamente invariante por la izquierda y por la
derecha recibe el nombre de métrica invariante.

Sea G un grupo topologico con una métrica continua p. Diremos
que p genera la topologia de G si la familia {O,(x, &) : x € G, & > 0} es
una base para la topologia original de G, donde

Opx,8)={yeG:p(y,x)<e} paraxeGye>0.
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Si en un grupo topologico G existe una métrica invariante por la
izquierda p que genera su topologia, entonces en este grupo existe
una métrica invariante por la derecha p; que genera la topologia de G
definida por la féormula

p1x, ) = plx™, y .
El reciproco también es valido.

En los siguientes resultados relacionaremos los conceptos de
métrica y norma. Para ello, las métricas invariantes por algun lado
son las mas adecuadas, y mas aun las métricas invariantes porque
existe una relaciéon sencilla entre éstas y las normas en un grupo
topologico. Sea p una métrica continua invariante por la derecha en
grupo G; entonces la funciéon

N(x) = p(x, e) (3.7)

es una norma continua en el grupo G. En efecto, es evidente que
Ne)=0y

Nxy ') =pxy',e) =px,»)
< p(x,e)+p(y,e) = N(x) + N(y).

Por ultimo, si x # e, entonces N(x) = p(x, e) > 0. La continuidad de
N es evidente.

Ahora demostraremos un teorema sobre metrizacion de grupos
topologicos. Por supuesto, un espacio topologico metrizable cumple
con el primer axioma de numerabilidad. En general, la afirmacion
inversa no es verdadera. Existen espacios no metrizables que son
normales y cumplen el primer axioma de numerabilidad, por ejemplo
la flecha de Sorgenfrey (véase el Ej. 1.5.17 de [32]). Si se trata de grupos
topologicos, la afirmaciéon inversa es verdadera.

TEOREMA 3.2.1. Todo grupo topoldgico G que cumple el primer
axioma de numerabilidad posee una métrica continua invariante por la
derecha que genera la topologia de G.

DEMOSTRACION. Si G es un grupo topoldgico que cumple con el
primer axioma de numerabilidad, entonces existe una base numerable
{V; :i € N} de laidentidad e del grupo G. Se puede elegir como sistema
de vecindades de la identidad de G una sucesion de conjuntos abiertos
{U; : i € N} tales que

Ui_1 =U;, y Uf+1 CU;NV; paratodoie N.

Por el lema 3.1.10, para esta sucesion existe una norma N continua
tal que
On(@)={x €G:N(x) < £} CU,, neN.
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Como O, C U, C V,, la familia {0, : n € N} es una base de
vecindades de laidentidad de G. Es facil ver que la funcion p: GxG — R
definida por p(x, y) = N(xy~!) es una métrica continua invariante por
la derecha en el grupo G. Por ello, la familia {O,(e) : n € N} forma
una base de vecindades de la identidad de G, y al ser p invariante por
la derecha concluimos que la métrica p genera la topologia de este
grupo. O

El conjunto A en el grupo G se llama invariante si para cualquier
elemento x del grupo G se cumple la igualdad

x TAx = A.

TEOREMA 3.2.2. Un grupo topologico que cumple el primer axioma
de numerabilidad posee una métrica invariante que genera su topologia
si y solo si este grupo posee una base de vecindades de la identidad
formada por conjuntos invariantes.

DEMOSTRACION. Si p es una métrica invariante del grupo G que
genera la topologia de este grupo, entonces como

p(x,e) = p(y_lxy, eg), Ppara cualesquier x,y € G,

el conjunto abierto U, de los elementos x de G para los cuales
p(x,eq) < & es invariante respecto a los automorfismos internos del
grupo G. La familia de conjuntos {Uy;, : n € N} forma una base de
vecindades de la identidad mencionada en el teorema.

Reciprocamente, sea G el grupo que posee una base de vecindades
de la identidad {U; : i € N}, cuyos conjuntos son invariantes. Sin
perder generalidad, podemos suponer que

U'=U;, UnUn CU  (i=0,1,2,...).

De acuerdo con el lema 3.1.10, en el grupo G existe una norma
invariante N continua que cumple la condicion 3.1 de aquel lema. La
métrica en el grupo G definida con esta norma mediante la formula
p(x, ) = N(xy~!) sera la métrica invariante buscada. O

Por medio de la caracterizacion de la clase de los grupos metrizables
dada en el teorema 3.2.1, probaremos que esta clase es cerrada al tomar
ciertos cocientes.

TEOREMA 3.2.3. Si H es un subgrupo normal cerrado de un grupo
topologico G y los grupos H y G/H cumplen con el primer axioma de
numerabilidad, entonces G cumple el primer axioma de numerabilidad.

DEMOSTRACION. Sean
Vio2Vo 2DV D e
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una base numerable de vecindades de la identidad de H y
UL20,2---2Up 2 -
una base numerable de vecindades de la identidad de G/H tales que
Vo CVa y Upy CUp,  n=1,2,...

Para cada n € N existe una vecindad de la identidad W,, del grupo
G tal que

W NH\V) =2, W' =W, y WpCWy,y (n>1),
donde es facil ver que
Wn+1 : (H \ Vn) N Wn+1 =d.

Si m: G — G/H es el homomorfismo natural entre G y G/H,
definimos
Wy = (G\ Wpar - (H\ Vi) N1 (Up)

n
Uy = Wr-
i=1

El conjunto Uj, es abierto en G y contiene la identidad del grupo G.
Mostraremos que estos conjuntos forman una base de vecindades de la
identidad del grupo G.

Sea U una vecindad arbitraria de la identidad en G y sea V una
vecindad de la identidad tal que V> C U. Entonces existe m tal que
Vi CVNHYyexisteltalquel > my U; C (VN W,,,1). Demostraremos
que U; C U. En efecto,

Uy CwWnWw,, St U)NIG\ Wi - (H\ Vin)]
CVNWna) HOIG\ Wi - (H\ Vi)l
C(VNWpa1) - HOIG\ (VN Wipa1) - (H\ Vi)l
= (VN W) - H\ (VN W) - (H\ Vi)l
C (VN Wni1) Vig € (VA W) -V C V2 C U O
Podemos formular el teorema 3.2.3 en una forma equivalente:

TEOREMA 3.2.4. Si H es un subgrupo normal cerrado de un grupo
topologico G y los grupos H y G/H son metrizables, entonces G es
metrizable.

Ademas, el teorema anterior es valido en el caso en que H no es
normal en G (y por lo tanto G/H es un espacio cociente, no un grupo).
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