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La topología y el álgebra, dos ramas muy importantes de la matemática, se 
relacionan de muchas maneras. La forma particular en la que lo hacen en 
grupos topológicos es el tema de este curso-taller. 

En la primera parte veremos los conceptos y construcciones más elemen-
tales y los ejemplos. Daremos énfasis a los ejemplos que por sus aplica-
ciones en otras ramas de la matemática, como el análisis funcional y los 
sistemas dinámicos, resulten importantes e interesantes.

En la segunda parte veremos como la relación entre las operaciones de 
grupo y la topología determina muchas de las propiedades topológicas de 
las estructuras llamadas grupos topológicos. En partícular, veremos propie-
dades como compacidad, conexidad y metrizabilidad (Teorema Birkho-
Kakutani sobre la metrizabilidad de los grupos topológicos primero nume-
rable). El tratamiento procurará tener un estilo elemental sin detallar aspec-
tos técnicos.
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Introducción

Los grupos topológicos son estructuras que aparecen de manera
natural en muchas ramas de la matemática como análisis funcional, sis-
temas dinámicos, teoŕıa de representación y muchos otros. Muchos ob-
jetos matemáticos presentan una combinación de estructura algebraica
y estructura topológica. Espacios de funciones, espacios vectoriales
topológicos, grupo de transformaciones y los campos topológicos son
algunos de los ejemplos más importantes de este tipo de objetos. Un
grupo topológico es un ente matemático que consta de un grupo con
una topoloǵıa y la relación que hay entre la topoloǵıa y las operaciones
del grupo son sencillas y naturales: las operaciones (la operación del
grupo y la operación de tomar inverso) deben de ser continuas.

En grupos topológicos, la estructura algebráica determina propie-
dades de la estructura topológica. Un ejemplo sencillo de esto es que
un grupo topológico siempre es homogéneo. Un ejemplo un poco
menos sencillo es que un grupo topológico es metrizable siempre que
sea primero numerable. Esta influencia es tan profunda y amplia
que podŕıamos hablar de ‘‘invariantes topológicos bajo condiciones al-
gebráicas’’. De hecho, las ideas, conceptos y construcciones que surgen
cuando el álgebra y la topoloǵıa entran en contacto son tan variadas,
interesantes y versátiles que presenta ante nosotros un campo de estu-
dio extemadamente amplio e interesante. En este curso sólo tocaremos
una parte muy ligera y superficial del tema.

Los grupos topológicos aparecen de una manera tan natural que
no es posible decir quién inicia la teoŕıa de grupos topológicos.
Sin embargo, podemos mencionar a L. S. Pontryagin, A. A. Markov,
N. Bourbaki, M. I. Graev, S. Kakutani y E. van Kampen como unos
de los iniciadores de esta teoŕıa. Más adelante, matemáticos como
W. W. Comfort, J. van Mill, E. van Douwen, A. V. Arhangel’skii y M. G.
Tkachenko hicieron importantes aportaciones.

En el caṕıtulo 1, que es de caracter introductorio, definimos lo
que es un grupo topológico, presentamos los ejemplos básicos y los
hechos más generales. En el caṕıtulo 1, veremos cocientes, productos
y otro tipo de construcciones con grupos topológicos. En el caṕıtulo 2,
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viii INTRODUCCIÓN

estudiaremos algunos tipos de grupos topológicos como los grupos
localmente compactos y grupos completos. Esperamos que estos pocos
temas de grupos topológicos despierten el interés en su estudio y
resalten la importancia del tema en áreas como el análisis funcional y
los sistemas dinámicos. Las presentes notas están basadas en el libro de
Grupos Topológicos de Hernández, Tkachenko, Rendón Villegas [51].

El origen del concepto de grupo topológico los podemos remontar
a los trabajos de Marius Sophus Lie (vea [75]), quién consideró grupos
definidos por ralciones anaĺıticas. Otro origen de los grupos topológicos
la podemos hallar en los grupos de transformaciones (vea [74]). El
siguiente avance lo tenemos en los conceptos introducidos por David
Hilbert y Luitzen Egbertus Jan Brouwer en donde tenemos el desarrollo
de grupos topológicos más generales que los grupos de Lie. Luitzen
Brouwer, mejor conocido por su teorema de punto fijo, probó que
el conjunto de Cantor set se le puede dar una estructura de grupo
topológico abeliano.

La definición general de grupo topológico fue dada por Franciszek
Leja en una comunicación publicada en la Academia Polaca de Ciencias
[73] y por Otto Schreier en [100]. Los grupos topológicos localmente
euclideanos fueron estudiados por Élie Joseph Cartan en [14].

André Weil da una axiomatización muy interesante de la noción de
topoloǵıa de un grupo topológico general en [115]. Según Pontryagin
(vea [95]), Andréi Nikolayevich Kolmogorov observó que todo grupo
topológico es un espacio regular. Más adelante, Pontryagin probó que
todo grupo topológico es un espacio de Tychonoff.



Capítulo1
Propiedades elementales de los
grupos topológicos

1.1. Definición de grupo topológico

La mayor parte de las ocasiones, utilizaremos la notación multi-
plicativa para denotar la operación binaria. Si trabajamos con un grupo
G usando la notación multiplicativa, reservaremos el śımbolo e, o bien
eG, para denotar la identidad de G.

Un conjunto G con una operación binaria · y una familia ⌧ de
subconjuntos de G se llama grupo topológico si

1. (G, ·) es un grupo;
2. (G,⌧) es un espacio topológico;
3. las funciones g1 : (G,⌧) ⇥ (G,⌧) ! (G,⌧) y g2 : (G,⌧) ! (G,⌧) dadas

por g1(x,y) = x · y y g2(x) = x�1 son continuas, donde x�1 es el
inverso de x.

En ocasiones prescindiremos del uso del símbolo de operación
binaria ·, es decir, en vez de x · y escribiremos simplemente xy. La
continuidad de las funciones g1 y g2 equivale a pedir que la función
' : G⇥G! G definida por'(x,y) = x ·y�1 sea continua. Observe que
la operación inversa g2 es un homeomorfismo de G en G. En efecto,
como g�1

2 = g2, la continuidad de g2 implica de inmediato que g�1
2 es

continua.
Sean A y B subconjuntos de un grupo G. Entonces AB denota

al conjunto {ab : a 2 A, b 2 B} y A�1 denota a {a�1 : a 2 A}. A
subconjunto A de un grupo G se llama simétrico si A�1 = A. Escribimos
aB en lugar de {a}B y Ba en lugar de B{a}. Abreviamos AA como A2.
De manera similar, A�2 = A�1A�1.

Sea G un grupo. Para cualquier elemento a 2 G, las funciones
x 7! ax y x 7! xa de G en G se llaman traslaciones izquierda y derecha
de G por a y se denotan con �a y ⇢a, respectivamente. Las traslaciones
son funciones biyectivas. Decimos que un grupo G es abeliano o
conmutativo si xy = yx, para todo x,y 2 G.

1



2 1. PROPIEDADES ELEMENTALES DE LOS GRUPOS TOPOLÓGICOS

Teorema 1.1.1. Considere un grupo topológico G. Si g 2 G es un
elemento fijo arbitrario, entonces las traslaciones izquierda y derecha �
y ⇢, de G en sí mismo, son homeomorfismos.

Una consecuencia inmediata de este resultado es que un grupo
topológico G es homogéneo. Veamos algunas consecuencias más:
si a 2 G y A, B, O, M subconjuntos de G, entonces cuando O es
abierto, los conjuntos aO = �a(O), Oa = ⇢a(O), O�1, MO =

S
a2M aO y

OM =
S
a2M OA son abiertos; cuando A es cerrado, aA, Aa, A�1 son

cerrados. Si A y B son compactos, también lo son AB y A�1. Se cumple
que

A =
\

W21eG

AW =
\

W21eG

WA.

Sea G un grupo topológico. Si denotamos como 1x a la familia de
vecindades de un punto x 2 G, la continuidad de las operaciones de G
implica que si x y y son elementos de G, para cada U 2 1xy existen
vecindades V 2 1x y W 2 1y tales que VW ✓ U; y para cada U 2 1x�1

existe V 2 1x tal que V�1 ✓ U.
Con frecuencia nos referiremos al grupo topológicoG con operación

· y topología ⌧ como la terna (G, ·,⌧). Si no hay ambigüedad, usaremos
sólo G.

Un subconjuntoH de un grupoG se llama subgrupo deG si xy 2 H,
para x,y 2 H, x�1 2 H y H 6= ?. Si H es un subgrupo de G entonces,
para todo a 2 G, a�1Ha también es un subgrupo de G. Si H es a
subgrupo de G tal que a�1Ha = H para cada a 2 G, entonces decimos
que H es normal de G.

Si H es un subgrupo de un grupo G y a 2 G, entonces los conjuntos
aH y Ha se llaman clases laterales izquierda y derecha de H en G,
respectivamente. Dos clases laterales derechas Ha y Hb son ajenas
o coinciden. Más aún, Ha = Hb si y sólo si ab�1 2 H. En efecto,
ab�1 2 H implica que Hab�1 ✓ H2 = H. Por lo tanto, Ha ✓ Hb. De
manera similar, como (ab�1)�1 = ba�1 2 H, tenemos que Hb ✓ Ha.
En consecuencia, Ha = Hb. Rećıprocamente, si Ha = Hb, entonces
h1a = h2b para algún h1, h2 2 H, de donde ab�1 = h�1

1 h2 2 H.
Sea H un subgrupo normal de un grupo G. Entonces aH = Ha para

cada a 2 G. En otras palabras, las clases laterales izquierdas de H son
las mismas que las clases laterales derchas de H. Sobre el conjunto de
todas las clases laterales de H definimos una multiplicación mediante
la regla aHbH = abH. Es fácil ver que esta definición de multiplicación
de clases es correcta. En efecto, suponga que aH = a1H y bH = b1H
para a, a1 2 G y b, b1 2 G. Entonces aa�1

1 2 H y bb�1
1 2 H de donde

tenemos, por ser H normal en G, que

ab(a1b1)�1 = abb�1
1 a�1

1 2 aHa�1
1 = (aHa�1)aa�1

1 = Haa�1
1 = H.
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En consecuencia, aHbH = abH = a1b1H = a1Hb1H, mostrando aśı
que el resultado de multiplicar dos clases laterales no dependen de la
elección de los representantes.

Para cada aH, tenemos que (aH)H = (aH)(eH) = aH y (a�1H)(aH) =
(a�1a)H = eH = H. Esto muestra que H juega el papel de identidad en
el conjunto de todas las clases laterales y que a�1H es el inverso de
aH. Por lo tanto, el conjunto de todas las clases laterales de H es un
grupo con respecto a la multiplicación definida antes. Este grupo se
llama el grupo cociente de G y se denota por G/H. Observe que si G es
un grupo abeliano, entonces el grupo cociente G/H está definido para
cada subgrupo H de G.

Un homomorfismo de un grupo G en un grupo F es una función
f : G ! F tal que f (ab) = f (a)f (b) para todos los a, b 2 G. Dado un
homomorfismo f : G ! H, el conjunto {x 2 G : f (x) = eH} se llama
el núcleo de f y se denota por ker f . Se deduce de inmediato de la
definición que ker f es un subgrupo de G.

Decimos que una función biyectiva f : G ! H entre dos grupos
topológicos G y H es un isomorfismo topológico si f y f�1 son homo-
morfismos continuos. SiG = H, el isomorfismo f se llama automorfismo
topológico. Dos grupos topológicos son topológicamente isomorfos si
existe un isomorfismo topológico de uno al otro. Utilizaremos el sím-
bolo G ⇠= H para indicar que los grupos G y H son topológicamente
isomorfos.

Es fácil ver que un isomorfismo topológico y su inverso son
homomorfismos abiertos. En el siguiente teorema podemos observar
que un grupo topológico no abeliano admite muchos automorfismos.

Teorema 1.1.2. Sean G es un grupo topológico y a 2 G. Entonces la
función g(x) = axa�1 es un automorfismo topológico.

En el caso de los grupos abelianos, los automorfismos definidos en
el teorema anterior son triviales, es decir, son la identidad.

La topología de un grupo topológico es más fácil que describir que
la de un espacio topológico arbitrario. Basta describir una base local
para la identidad eG del grupo.

Lema 1.1.3. Sea G un grupo topológico, y sea 1eG una base local
para la identidad eG del grupo. Entonces las familias {xU} y {Ux},
donde x toma valores en los elementos de G y U varía sobre todos los
elementos de 1eG , son bases para la topología de grupo de G.

El lema siguiente nos proporciona una base local para la identidad
formada por vecindades simétricas.
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Lema 1.1.4. Si G es un grupo topológico y U 2 1eG , entonces existe
V 2 1eG tal que V�1 = V ✓ U. Por lo tanto, las vecindades simétricas de
la identidad eG constituyen una base local para eG.

Lema 1.1.5. Sea G un grupo topológico.

1. Si U 2 1eG , entonces para cada n 2 N+ existe V 2 1eG con Vn ✓ U
(Vn = V · · · · · V , n factores).

2. Si U 2 1eG , entonces existe V 2 1eG con V ✓ U. En particular, las
vecindades cerradas de eG constituyen una base local de la identidad
cuyos elementos son subconjuntos cerrados.

En lo sucesivo denotaremos con 1⇤(eG) la base de vecindades
abiertas y simétricas para la identidad eG de un grupo topológico
G. Sean G un grupo topológico, U 2 1eG y n 2 N+, entonces de la
continuidad de la operación de grupo, vemos que existe V 2 1eG tal
que Vn ✓ U. Suponga que U 2 1⇤

eG y que U2 ✓ B, entonces U ✓ B. En
efecto, si x 2 U, entonces xU \U 6= ?; es decir, existen u1, u2 2 U tales
que xu1 = u2, por lo cual x = u2u�1

1 2 UU�1 = U2 ✓ B. Así que U ✓ B.
Ya sabemos que todo grupo topológico es un espacio homogéneo.

Por lo tanto, para demostrar propiedades locales en un grupo topológico
(por ejemplo, conexidad local, compacidad local, carácter numerable,
etc.) es suficiente con verificar la propiedad en la identidad del grupo.
Una de éstas es la propiedad T3.

Proposición 1.1.6. Sea G un grupo topológico. Si A ✓ G es compacto
y B ✓ G cerrado, entonces AB y BA son cerrados.

Demostración. Probaremos que BA es cerrado. Para ello, veremos
que G\BA es abierto. Sea a 2 G\BA. Para cada x 2 A el conjunto Bx es
cerrado, así que existen vecindades Ux, Vx 2 1⇤(eG) con aUx \ Bx = ?
y V2

x ✓ Ux. , aVx \ BxVx = ?. Los abiertos xVx, con x 2 A, cubren a A,
así que existe una subfamilia finita, xiVxi , i = 1, . . . , n, que cubre a A.

Sea

W =
n\

i=1

Vxi .

El conjunto W es abierto y simétrico, y además aW \ BxiVxi = ? para
todo i  n. Por lo tanto, aW

T
BA = ?. Así que aW es una vecindad

abierta de a ajena a BA. En forma similar se prueba que el producto AB
es cerrado en G. ⇤

Si G es un grupo no trivial con la topología indiscreta, tenemos
un grupo topológico que no es T1 o T0. Pero si un grupo topológico
es T0, dado que también es T3, el grupo es regular y por lo tanto es
un espacio de Hausdorff. En adelante consideraremos sólo grupos T0,
es decir, todos nuestros grupos serán espacios regulares. De hecho,
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más adelante se probará que todo grupo T0 es un espacio de Tikhonov.
Observe que para todo grupo topológico G, la propiedad de ser T0

equivale a ser T1; en particular, {eG} es un conjunto cerrado en G.
En los grupos topológicos los subespacios compactos tienen pro-

piedades similares a las de los puntos en relación con las condiciones
de separación.

Teorema 1.1.7. Sea G un grupo topológico, K ✓ U ✓ G, U abierto y
K compacto. Entonces existe W 2 1eG con la siguiente propiedad:

K ✓ KW ✓ U.

Demostración. Para cada x 2 K existe Vx 2 1eG con xVx ✓ U.
Además, existe Wx 2 1eG tal que WxWx ✓ Vx.

Dado que K es compacto y K ✓
S
x2K xWx, existen x1, . . . , xn 2 K

tales que

K ✓
n[

i=1

xiWxi .

Sea W =
Tn
i=1Wxi . El conjunto W es una vecindad abierta de eG y

cumple una de las propiedades requeridas: K ✓ KW . Si x 2 K, entonces
x 2 xjWxj para alguna j 2 {1, . . . , n}. Así,

xW ✓ xjWxjW ✓ xjWxjWxj ✓ xjVxj ✓ U,

es decir KW ✓ U. ⇤

1.2. Base de vecindades de la identidad en un grupo topológico

Sea G un grupo infinito. En el siguiente resultado nos permite
entender que condiciones caracterizan a las vecindades de la identidad.
Es decir, dada una familia 1eG de subconjuntos de G que condiciones
la caracterizan como la familia de vecindades de la identidad de un
topología que convierta a G en un grupo topológico.

Teorema 1.2.1. Sean G un grupo topológico de Hausdorff y 9 base
local para eG. Entonces.

i ) para todo U 2 9, existe un elemento V 2 9 tal que V2 ✓ U;
ii ) para todo U 2 9, existe un elemento V 2 9 tal que V�1 ✓ U;
iii ) para todo U 2 9 y todo x 2 U, existe V 2 9 tal que Vx ✓ U;
iv ) para todo U 2 9 y x 2 G, existe V 2 9 tal que xVx�1 ✓ U;
v ) para U, V 2 9, existe W 2 9 tal que W ✓ U \ V ;
vi ) {e} =

T
9.

Recíprocamente, si tenemos un grupo G y una familia 9 no vacía de
subconjuntos de G tales que se satisfacen las condiciones i) a iv), entonces
cada una de las familias {xU : U 2 9, x 2 G} y {Ux : U 2 9, x 2 G}
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es base para una topología de grupo ⌧ para G. Además, 9 es una base
local para eG en (G,⌧).

Demostración. Sea G un grupo topológico Hausdorff, entonces
de la continuidad de (x,y) 7! xy y x 7! x�1 en e, tenemos i ) y
ii ). La propiedad iii ) se deduce de la continuidad de las traslaciones
izquierdas en G. De manera similar, la propiedad iv) de duduce de que
las funciones x 7! axa�1 son homeomorfismos de G. La propiedad v)
es clara porque 9 es una base de abiertos en e. La propiedad vi) también
es clara porqueG es un espacio T2 y 9 es una base de conjuntos abiertos
en e.

Ahora probaremos la afirmación inversa. Sea 9 una familia de
subconjuntos de G que satisface las condiciones i ) a vi ) del teorema.

Sea ⌧ la familia de todos los subconjuntos W de G tales que para
cada x 2 W , existe U 2 9 tal que Ux ✓ W . Afirmamos que ⌧ es
una topología de G. En efecto, es claro que

S
� 2 ⌧ para cualquier

subfamilia � de ⌧. Suponga W1 2 ⌧ y W2 2 ⌧, y ponga W = W1 \ W2.
Debemos probar que W 2 ⌧. Tome x 2 W . Existen U1 2 9 y U2 2 9
tales que U1x ✓ W1 y U2x ✓ W2. De v) deducimos que existe U 2 9 tal
que U ✓ U1 \U2. Es claro que Ux ✓ W1 \W2 = W . De donde, W 2 ⌧, y ⌧
es una topología de G.

Observe que Ux 2 ⌧, para cada x 2 G y cada U 2 9. En efecto, tome
y 2 Ux. Entonces yx�1 2 U. Por la propiedad iii), existe un elemento
V 2 9 tal que Vyx�1 ✓ U. Por lo tanto, Vy ✓ Ux. De donde, Ux 2 ⌧.

Tenemos entonces que la familia @9 = {Ua : a 2 G, U 2 9} es una
base para la topología ⌧. De donde, ⌧ = ⌧9.

Ahora probaremos que la multiplicación (a, b) 7! ab�1 de G es
continua con respecto a la topoloǵıa ⌧. Sean a y b elementos de G,
y O un elemento de ⌧ tal que ab 2 O. Entonces existe W 2 9 tal
que Wab ✓ O. Ahora, es suficiente hallar U 2 9 y V 2 9 tales que
UaVb ✓ Wab o bien UaV ✓ Wa. Esto último, es equivalnte, a su vez,
que U(aVa�1) ✓ W . Ahora, podemos ver cómo elegir U y V en 9.
Primero, aplicamos i) para elegir U 2 9 tal que U2 ✓ W . Luego de esto,
usamos iv) para elegir V 2 9 tal que aVa�1 ✓ U. Entonces, por la
elección de U y V , tenemos U(aVa�1) ✓ U2 ✓ W lo cuál implica que
UaVb ✓ Wab. Aśı, la multiplicación en G es continua con respecto a la
topoloǵıa ⌧. En particular, todas las translaciones derechas e izquierdas
de G son continuas, y el espacio (G,⌧) es homogéneo. Una consecuencia
inmediata de que las traslaciones izquierdas son continuas es que
bV 2 ⌧, para todo b 2 G y V 2 ⌧.

A continuación, probaremos que la función g2 de G sobre G dada
por g2(x) = x�1 es continua con respecto a la topoloǵıa ⌧. Para este
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propósito, basta probar que los conjuntos a�1U�1 están en ⌧ para cada
a 2 G y U 2 9. Pero por la continuidad de la traslación izquierda, es
suficiente si probamos que U�1 2 ⌧. Sea x 2 U�1. Entonces x�1 2 U.
Por lo tanto iii) implica que Vx�1 ✓ U para alguna V 2 9. Aplicamos
ii) para elegir W 2 9 tal que W�1 ✓ V . Entonces W�1x�1 ✓ Vx�1 ✓ U,
de donde deducimos que xW = (W�1x�1)�1 ✓ U�1. Como xW es una
vecindad abierta de x en (G,⌧), deducimos que U�1 está ⌧. Esto prueba
que g2 es continua.

Por último, vi) y la homogeneidad de G implican ⌧ cumple el
axioma de separación T2. Esto termina la prueba del teorema. ⇤

De la proposición 1.1.6, sabemos que si A, B ✓ G con G un grupo
topológico, A compacto y B cerrado, entoncesAB y BA son cerrados. Sin
embargo, la hipótesis de que A es compacto es imprescindible, como
lo demuestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.2. Considere el conjunto de los números reales R con
la suma usual y con su topología usual, es decir, aquella generada por
los intervalos abiertos {(a, b) : a, b 2 R}. Sabemos que R es un grupo y
que las operaciones x 7! �x y (x,y) 7! x + y son continuas (la suma
toma el lugar de la multiplicación en el caso del grupo aditivo de los
reales).

Es fácil probar que el conjunto B = Z de todos los números
enteros es un subconjunto cerrado de R, lo mismo que el conjunto
A = {m + 1

m+1 : m 2 N+}. Si consideramos la suma A + B, resulta no
ser un conjunto cerrado, pues todo m 2 Z es punto de acumulación de
A + B pero claramente m 62 A + B.

Veamos algunos ejemplos de grupos topológicos más.

Ejemplo 1.2.3. Sea G un grupo arbitrario con la topología discreta,
es decir, aquella formada por todos los subconjuntos de G; entonces G
forma un grupo topológico llamado grupo discreto.

Ejemplo 1.2.4. En el grupo aditivo de los números enteros, (Z,+),
definiremos varias topologías de grupo.

Sea p 2 Z un número primo fijo y para cada k = 1, 2, . . . , sea
Uk = pkZ; entonces la familia 9 = {Uk : k = 1,2, . . . } satisface las
condiciones del teorema 1.2.1: todos los miembros de 9 contienen al
cero y de Uk + Uk = Uk obtenemos i). La condición ii) se deduce de la
relación Uk = �Uk. Si x 2 Uk, entonces Uk + x = Uk. De este hecho
obtenemos iii). La propiedad iv) es inmediata porque Z es abeliano.
Como Uk ✓ Ul siempre que l  k se cumple v). Por último, vi) es
evidente.

Esta topología de G recibe el nombre de p-ádica. Para números
primos distintos p y q, las topologías obtenidas de esta manera son
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distintas porque el conjuntoM = {p,p2, . . . , pn, . . . } tiene a 0 2 Z como
punto de acumulación en la p-ádica. Por el contrario, el 0 no es punto
de acumulación de M en la q-ádica.

Ejemplo 1.2.5 (El grupo lineal general de orden n sobre R).
Considere el grupo GL(n,R) de las matrices no singulares (invertibles)
de orden n con elementos en el campo de los números reales R y como
operación de grupo, la multiplicación de matrices.

En GL(n,R) considere la topología heredada por ser un subespacio
del espacio euclidiano real de dimensión n2, es decir, con la topología
generada por la métrica

d(A, B) =

vuut
nX

i,j=1

|Ai,j � Bi,j|2,

para cualesquier A = (Ai,j), B = (Bi,j) 2 GL(n,R). Observe que la función
(A, B) 7! AB�1 es continua porque los elementos de la matriz producto
son sumas de productos de los elementos de A y B.

Ejemplo 1.2.6. Denote con Q el conjunto de todas las combina-
ciones lineales q = a+ ib+ jc+ kd, donde a, b,c, d son números reales i,
j, k son śımbolos especiales que cumplen i2 = j2 = k2 = �1 y ij = �ji = k,
jk = �kj = i, ki = �ik = j. Introducimos la suma usual de coordenada a
coordenada en Q , es decir,

[a+ ib+ jc+kd]+ [a0 + ib0 + jc0 +kd0] = (a+a0)+ i(b+b0)+ j(c+c0)+k(d+d0).

Con esta suma, Q es un grupo conmutativo llamado el grupo aditivo de
los cuaterniones.

El producto de dos cuaterniones q = a + ib + jc + kd y q0 =
a0 + ib0 + jc0 + kd0 está formado multiplicando de manera formal las
expresiones lineales y aplicando las igualdades anteriores y las reglas
de conmutatividad xi = ix, xj = jx, xk = kx para cada x 2 R:

(a + ib + jc + kd)(a0 + ib0 + jc0 + kd0) = (aa0 � bb0 � cc0 � dd0)
+ i(ab0 + ba0 + cd0 � dc0)
+ j(ac0 � bd0 + ca0 + db0)

+ k(ad0 + bc0 � cb0 + da0).

Dejamos al lector la verificación del hecho de que la multiplicación en Q
es asociativa. Es claro que Q tiene el elemento neutro 1 = 1 + i0 + j0 + k0
con respecto a la multiplicación. Un conjunto con una operación
asociativa que tiene un neutro se llama monoide. Esto es (Q, ·) es un
monoide no conmutativo. Además, la suma y la multiplicación en Q
cumplen la ley distributiva. Es decir, Q es un anillo no conmutativo.
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Sea Q⇤ = Q \ {0}, donde 0 = 0 + i0 + j0 + k0 es el cero de Q . Resulta
que todo elemento diferente de cero q 2 Q es invertible. En efecto,
para q = a + ib + jc + kd, haga q̄ = a� ib� jc� kd. Es fácil verificar que
qq̄ = q̄q = a2 + b2 + c2 + d2. En efecto, si q 6= 0, entonces r = q̄↵ es un
inverso de q, donde ↵ = 1/(a2 +b2 + c2 +d2). Como Q es un monoide, el
inverso de q es único, y Q⇤ es un grupo multiplicativo. La estructura Q⇤

se le suele llamar el grupo multiplicativo de los cuaterniones. Observe
que U = {±1,±i,±j,±k} es un subgrupo de Q⇤ llamado el grupo de las
unidades cuaterniónicas.

Considere la función natural f : Q ! R4 definido por la regla
f (q) = (x,y, z, t), para cada q = x + iy + jz + kt 2 Q . Es claro que f es
una biyección de Q sobre R4. Damos topoloǵıa a Q declarando que la
función f es un homeomorfismo. En otras palabras, un subconjunto
U de Q es abierto si, y sólo si, la imagen f (U) es abierto en R4.
Esta especificación hace de Q un grupo localmente compacto segundo
numerable Hausdorff. Es claro que la restricción de f a Q⇤ = Q \ {0}
no es un homomorfismo del grupo multiplicativo Q⇤ en grupo aditivo
R4. Sin embargo, Q⇤ con esta topoloǵıa (llamada euclideana) resulta
ser un grupo topológico. Este hecho se deduce de la definición
de multiplicación y de el procedimiento de inversion en Q⇤ decrito
unas ĺıneas más arriba. Por lo tanto, el grupo multiplicativo de los
cuaterniones Q⇤ con la topología euclideana es un grupo topológico
localmente compacto Hausdorff.

Ahora, en el ejemplo siguiente constrúımos, para todo entero r > 1,
el grupo aditivo ⁄r de los números r-diádicos.

Ejemplo 1.2.7. Sea G un grupo topológico group y X un espacio
topológico. Considere el conjunto de todas las funciones continuas de
X en G, con la operación definida punto por punto con la topoloǵıa de
la convergencia punto por punto. Este objeto, denotado Cp(X,G), es un
grupo topológico. Observe que Cp(X,G) es un subgrupo del producto
GX de |X| copias del grupo G.

1.3. Homomorfismos e isomorfismos

Ahora estudiaremos los conceptos de morfismos para grupos
topológicos.

Decimos que el homomorfismo f : G ! G0 es abierto si f es una
función abierta.

El concepto de homomorfismo abierto es muy importante porque
permite establecer el concepto de grupos topológicos equivalentes.

A continuación enunciaremos y demostraremos algunas de las
propiedades elementales más importantes de los homomorfismos
continuos.



10 1. PROPIEDADES ELEMENTALES DE LOS GRUPOS TOPOLÓGICOS

El lector con experiencia en análisis funcional recordará que basta
probar la continuidad de un operador lineal en la identidad de un
espacio vectorial topológico para saber que es continuo en todo
el espacio. Esta propiedad es aún válida para grupos topológicos.

Lema 1.3.1. Sea' : G! H un homomorfismo entre grupos topológi-
cos. El homomorfismo' es continuo (respectivamente abierto) si lo es en
la identidad eG, es decir, si ' satisface la condición i) (respectivamente
ii)) siguiente:

i) Para toda W vecindad de eH en H, existe U vecindad de eG en G tal
que '(U) ✓ W ;

ii) para toda vecindad U de eG en G, existe W vecindad de eH tal que
W ✓ '(U).

Demostración. Suponiendo que se cumple la condición i), debe-
mos probar que ' es continua en todo punto de G. Basta demostrar
que si g 2 G y W es una vecindad de '(g) en H, entonces existe una
vecindad U de g en G tal que '(U) ✓ W .

Sean g 2 G y W una vecindad de h = '(g) en H. Podemos expresar
a W como W = hW 0, donde W 0 es una vecindad de eH. Por la condición
i), existe una vecindad U0 de eG tal que'(U0) ✓ W 0. Entonces gU0 es una
vecindad de g y '(gU0) = '(g)'(U0) = h'(U0) ✓ hW 0, como se quería
demostrar.

Para la segunda afirmación debemos probar que dado un abierto O
en G, su imagen respecto a ' es abierta en H.

Así pues, sea O abierto en G y h 2 '(O); entonces h = '(g)
para alguna g 2 O. Por lo anterior, g�1O es una vecindad de
eG y según la condición ii), existe una vecindad W de eH que
cumple con W ✓ '(g�1O) = '(g)�1'(O), de donde se desprende
que '(g)W ✓ '(O). Resta observar que '(g)W = hW es una vecindad
de h. ⇤

El siguiente es un ejemplo de un homomorfismo continuo que no
es abierto.

Ejemplo 1.3.2. Sea R los reales con la topoloǵıa euclideana y G el
grupo topológico que se obtiene al dar a los reales la topología discreta;
entonces la función identidad de G en R es un homomorfismo continuo
que no es abierto.

1.4. Subgrupos topológicos y grupo cociente

De manera similar al caso de subespacios topológicos, la operación
de tomar subgrupos topológicos es una fuente muy importante para
construir ‘‘nuevos’’ grupos topológicos a partir de los ya conocidos.
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Observe que si G un grupo topológico, H es un subgrupo de G,
entonces H es un grupo topológico con la topoloǵıa que hereda de G es
un grupo topológico que se llama subgrupo topológico de G si

El siguiente resultado justifica la definición de subgrupo topológico
en el sentido de que este último es por sí mismo un grupo topológico.

Los siguientes resultados presentan algunas propiedades del oper-
ador cerradura dentro de un grupo topológico.

Proposición 1.4.1. Si A y B son subconjuntos de un grupo topológico
G, entonces

1. A · B ✓ AB;
2. (A)�1 = A�1;
3. xAy = xAy, para cualesquier elementos x,y de G;
4. si ab = ba para toda a 2 A y b 2 B, entonces ab = ba para toda
a 2 A y b 2 B.

Demostración. (1) Sean x 2 A, y 2 B y W un abierto que contiene
a xy. Existen abiertos V1, V2 con x 2 V1, y 2 V2 tales que V1 · V2 ✓ W .
Ya que x 2 A y y 2 B, existen elementos a, b 2 G tales que a 2 A \ V1,
b 2 B \ V2, y por lo tanto ab 2 (AB) \W 6= ?, de modo que xy 2 AB.

Las afirmaciones (2) y (3) se deducen del hecho de que para
cualquier homeomorfismo f : X ! Y se tiene que f (A) = f (A), para
todo A ✓ X, y de observar que las funciones z ! z�1 y z ! xzy son
homeomorfismos para x y y fijos.

Para probar (4) considere la función h : G ⇥ G ! G dada por
h(a, b) = aba�1b�1. La función h es continua, por lo que el conjunto
H = {(a, b) 2 G⇥ G : aba�1b�1 = eG} es cerrado. Además, se tiene que
A ⇥ B ✓ H y (A⇥ B) = A ⇥ B, de donde se deduce que A ⇥ B ✓ H. Es
decir, ab = ba, para todo elemento a de A y todo elemento b de B. ⇤

Proposición 1.4.2. Sean G un grupo topológico y H, N subgrupos de
G. Entonces

1. H es un subgrupo de G;
2. si N es un subgrupo normal de G, entonces N es un subgrupo normal

de G;
3. H es abierto si y sólo si su interior no es vacío;
4. si H es abierto, entonces H = H.

Demostración. 1) Veamos que H es un subgrupo. Puesto que H
es un subgrupo de G, tenemos que H2 ✓ H y por (1) de la proposición
1.4.1, (H)2 ✓ H2 ✓ H. También por hipótesis, H�1 ✓ H y por (2) de la
proposición 1.4.1, (H)�1 = H�1 ✓ H, de donde se deduce que H es un
subgrupo.
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2) Por hipótesis se tiene que a�1Na ✓ N para todo a 2 G, y
si aplicamos (3) de la proposición anterior, obtenemos que a�1Na =
a�1Na ✓ N para todo a 2 G, es decir, N es un subgrupo normal de G.

3) SiH es abierto enG, entonces por definición todos sus puntos son
interiores y por tanto su interior no es vacío. Recíprocamente, si x es un
punto interior de H en G, entonces existe una vecindad U de eG en G tal
quexU ✓ H. Para todoy 2 H se tiene queyU = yx�1xU ✓ yx�1H = H.
Por tanto, H es abierto.

4) Si H es un subgrupo de G, entonces G \ H =
S
{Hx : x /2 H}.

Además, por ser H abierto, cada conjunto Hx es abierto y por tanto
G \H es abierto, es decir, H es cerrado. ⇤

El próximo resultado nos muestra cómo generar subgrupos abiertos
a partir de vecindades de la identidad.

Teorema 1.4.3. Sean G un grupo topológico y U cualquier vecindad
abierta simétrica de la identidad eG. Entonces el conjunto L =

S1
n=1 U

n

es un subgrupo abierto y cerrado de G.

Demostración. Sean x, y 2 L; digamos que x 2 Uk, y 2 Ul para k
y l � 1. Entonces xy 2 Uk+l ✓ L y x�1 2 (U�1)k = Uk. Por lo tanto, L es
un subgrupo de G. Claramente L es abierto por ser unión de abiertos y
cerrado por (4) de la proposición 1.4.2. ⇤

El siguiente resultado utiliza el hecho de que los grupos topológicos
son espacios homogéneos.

Proposición 1.4.4. Un subgrupo H de un grupo topológico G es
discreto si y sólo si tiene un punto aislado.

Demostración. La necesidad es inmediata.
Suficiencia: sea x un punto aislado de H; entonces existe una

vecindad abierta U de eG en G tal que Ux \ H = {x}. Para y 2 H
arbitrario se tiene que Uy\H = Uy\Hx�1y = (Ux\H)x�1y = {y}; es
decir, todos los puntos de H son aislados. ⇤

El siguiente lema nos proporciona una condición suficiente para
probar que un subgrupo topológico es cerrado.

Lema 1.4.5. Sean G un grupo topológico y H un subgrupo de G tales
que U \H es cerrado en G para alguna vecindad abierta U de eG en G.
Entonces H es cerrado.

Demostración. Sea U una vecindad abierta de eG en G tal que
U \ H es cerrado en G, y sea V una vecindad abierta de eG en G tal
que V2 ✓ U. Para cualquier x 2 H, queremos probar que x 2 H. Como
x�1 2 H, pues H es subgrupo, existe y 2 x�1V \ H. Se afirma que
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xy 2 U \ H. En caso contrario, por ser U \ H un conjunto cerrado,
existiría una vecindad abiertaW de eG en G tal queWxy\U\H = ?. Es
claro que x 2 (W \ V)x, y como x 2 H, existiría z 2 (W \ V)x \H, pero
entonces zy 2 Vxx�1V = V2 ✓ U, zy 2 HH = H y zy 2 (Wx)y = Wxy,
lo cual contradice la elección de W . Por lo tanto, xy 2 U \H y entonces
x = (xy)y�1 2 H. ⇤

El siguiente teorema presenta una propiedad exclusiva de los
grupos topológicos, pues no todo subesapcio discreto de un espacio
topológico es cerrado.

Proposición 1.4.6. Todo subgrupo discretoH de un grupo topológico
G es cerrado.

Demostración. Sea U una vecindad abierta de eG en G tal que
U \ H = {eG}. Por (2) del lema 1.1.5, existe una vecindad abierta V de
eG en G tal que V ✓ U. Entonces V \ H = {eG}, el cual es un conjunto
cerrado ya que G es un espacio de Hausdorff. El lema 1.4.5 implica
entonces que H es cerrado. ⇤

Pasemos ahora al estudio de grupos cocientes. Definiremos una
topología de grupo en el conjunto de clases laterales.

Recordemos que si G es un grupo topológico yH es un subgrupo de
G, entonces se define una relación de equivalencia en G como a ⇠d b
si y sólo si ab�1 2 H. Las clases de equivalencia de esta relación
reciben el nombre de clases laterales derechas de H. Denotaremos
con G/H al conjunto formado por las clases laterales derechas, es
decir, G/H = {Ha : a 2 G}. De manera similar se definen las clases
laterales izquierdas de H. Usaremos la misma notación para designar
al conjunto formado por dichas clases, es decir G/H = {aH : a 2 G}.
Los siguientes resultados se establecen para el conjunto G/H de clases
laterales derechas y los resultados correspondientes se cumplen para
el conjunto de clases laterales izquierdas.

Introducimos en G/H una topología de la manera siguiente. Sea
@ una base del grupo topológico G y H un subgrupo de G. Para cada
U 2 @ definamos U⇤ = {Hx : x 2 U} y @⇤ = {U⇤ : U 2 @}.

Proposición 1.4.7. Para todo subgrupo H de G, @⇤ es una base para
una topología en G/H. Si H es cerrado, la topología es T1.

Demostración. Comprobemos que se satisfacen las condiciones
que caracterizan a una base.

Si U⇤, V⇤ 2 @⇤ y Ha 2 U⇤ \ V⇤, debemos encontrar W 2 @ tal
que Ha 2 W⇤ ✓ U⇤ \ V⇤. Como Ha 2 U⇤ \ V⇤. Existen x 2 U, y 2 V
tales que a 2 Hx \ Hy. Pero entonces Ha = Hx = Hy, de donde
Ha ✓ HU y Ha ✓ HV , es decir Ha ✓ HU \ HV . Además, HU \ HV
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es un abierto de G que contiene a x; así podemos tomar W 2 @ tal
que x 2 W ✓ HU \ HV . Claramente Ha = Hx 2 W⇤. Para terminar,
sea Hw 2 W⇤, con w 2 W un elemento arbitrario. Podemos escribir
w = h1u1 = h2v2 para ciertos elementos h1, h2 2 H y u1 2 U, v1 2 V .
Se tiene que Hw = Hh1u1 = Hu1 2 U⇤, Hw = Hh2v1 = Hv1 2 V⇤, lo que
prueba que Hw 2 U⇤ \V⇤ para cualquier elemento Hw de W⇤, es decir,
W⇤ ✓ U⇤ \ V⇤.

Sea Hx 2 G/H. Como @ es base para G, existe U 2 @ tal que x 2 U
y se tiene que Hx 2 U⇤. Así que la familia @ cubre a G/H.

Por último, comprobemos que la topología obtenida es T1. Sean
Ha 6= Hb dos elementos arbitrarios de G/H. Como Ha es cerrado y
b /2 Ha, existe U 2 @ tal que b 2 U y U \Ha = ?; entonces Hb 2 U⇤ y
Ha /2 U⇤. Así concluimos que el espacio es T1. ⇤

El espacio topológico G/H así construido recibe el nombre de
espacio cociente de G entre H, o grupo cociente de G entre H, si H es
cerrado y algebraicamente normal.

A continuación estudiaremos las propiedades de la función
canónica ⇡ : G! G/H, que asigna a cada x 2 G la clase lateral Hx.

Proposición 1.4.8. Sean G un grupo topológico, H un subgrupo
cerrado de G y ⇡ : G ! G/H la función canónica dada por ⇡(x) = Hx
para todo x 2 G. Entonces ⇡ es continua y abierta.

Demostración. Sean x 2 G y U un abierto en G tales queHx = ⇡(x)
pertenece a U⇤ = {Hy : y 2 U}. Para probar la continuidad de ⇡
debemos encontrar un abierto V 3 x en G tal que ⇡(V) ✓ U⇤. De
hecho, el conjunto V = HU es un abierto en G y x 2 V ; además
⇡(V) = ⇡(HU) = ⇡(U) = U⇤ y, por lo tanto, ⇡ es continua.

Sean U un abierto en G y @ una base para la topología de G;
entonces U =

S
j2J Bj, donde Bj 2 @. Tenemos que ⇡(U) = ⇡(

S
j2J Bj) =S

j2J ⇡(Bj) =
S
j2J B

⇤
j , y por tanto, ⇡(U) es un abierto. ⇤

En general la función canónica ⇡ : G! G/H no es cerrada, como lo
muestra el siguiente ejemplo. Sin embargo, si H es compacto entonces
⇡ resulta ser cerrada.

Ejemplo 1.4.9. Considere G = R, el conjunto de los números
reales con la suma y topología usuales, y H = Z el subgrupo de
los enteros. Para visualizar R/Z = {Z + x : x 2 R}, definimos la
función  : R/Z ! [0,1) como  (Z + x) = x � [x], donde [x] denota la
función parte entera de x. Es fácil ver que  es biyectiva y que es un
homomorfismo si le damos a [0,1) la topología que hereda de R.

El conjunto A = {1 + 1
1 ,2 + 1

2 , . . . , n + 1
n , . . . } es cerrado en R pero

 (A) = { 1
2 , . . . ,

1
n , . . . } no es cerrado en [0,1).
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El resultado siguiente nos muestra que las propiedades topológicas
locales del espacio cociente de G entre H también se pueden estudiar
en un solo punto.

Proposición 1.4.10. Sean G un grupo topológico y H un subgrupo
cerrado de G; entonces G/H es un espacio homogéneo.

Demostración. Para a 2 G fijo, la función  a : G/H ! G/H
definida por  a(Hx) = H(xa), Hx 2 G/H es un homeomorfismo.
Es inmediato ver que  a está bien definida y que es uno a uno y
suprayectiva. Además, ( a)�1 =  a�1 , por lo que basta probar que  a
es abierta. Sea ⇡ : G ! G/H la función canónica y sea U⇤ = ⇡(U) un
abierto deG/H, dondeU es un abierto deG. Entonces a(U⇤) = ⇡(Ua) es
un conjunto abierto ya que Ua es abierto enG. Por tanto, a es abierta y
así  a es un homeomorfismo. Para terminar, basta observar que dadas
Hx,Hy 2 G/H, el homeomorfismo a�1b satisface a�1b(Ha) = Hb. ⇤

El siguiente resultado es un lema auxiliar que nos permitirá
establecer dos propiedades topológicas del espacio cociente G/H.

Lema 1.4.11. Sean G un grupo topológico, H un subgrupo cerrado
deG y U, V vecindades abiertas de eG enG tales que VV�1 ✓ U; entonces,
si ⇡ : G! G/H es la función canónica, se cumple que ⇡(V) ✓ ⇡(U).

Demostración. Sea Hx 2 ⇡(V) para un elemento x 2 G; entonces
⇡(xV) es una vecindad abierta que contiene aHx y por lo tanto interseca
a ⇡(V), por lo que existen v1, v2 2 V tales que Hxv1 = Hv2, esto es
Hx = Hv2v�1

1 2 ⇡(VV�1) ✓ ⇡(U). ⇤

Teorema 1.4.12. Sean G un grupo topológico y H un subgrupo
cerrado de G. Entonces

1. G/H es un espacio regular y por tanto de Hausdorff.
2. G/H es un espacio discreto si y sólo si H es abierto en G.

Demostración. 1) Por hipótesis, H es cerrado en G. Entonces Ha
es cerrado en G para todo a 2 G y (G/H) \ {Ha} = {Hx : Hx 6= Ha} =
⇡(G\Ha) es abierto en G/H, lo cual quiere decir que el complemento de
cada punto Ha en G/H es abierto y por tanto cada punto Ha es cerrado
en G/H y G/H es en consecuencia un espacio T1. Para demostrar que el
espacio es regular, es suficiente probar que para todo abiertoU⇤ enG/H
que contenga a H, existe un abierto V⇤ en G/H también conteniendo a
H tal que V⇤ ✓ U⇤. Sea U⇤ = ⇡(U) para U alguna vecindad abierta en
G, con eG 2 U; entonces existe un abierto V ✓ G con eG 2 V y tal que
VV�1 ✓ U. Del lema 1.4.11 se deduce que H 2 V⇤ = ⇡(V) ✓ ⇡(U) = U⇤.

2) Si G/H es discreto, entonces {H} = {HeG} es abierto en G/H
y como la función canónica ⇡ : G ! G/H es continua, ⇡�1({H}) = H
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es abierto en G. Recíprocamente, si H es abierto en G, entonces Ha es
abierto en G para todo a 2 G y {Ha} = ⇡(Ha) es abierto en G/H, ya
que por la proposición 1.4.8 ⇡ es abierta. ⇤

En el caso particular en el que el subgrupo N de G es normal, de
modo que G/N es un grupo, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.4.13. Sean G un grupo topológico y N un subgrupo
normal y cerrado de G; entonces

1. G/N con la topología cociente es un grupo topológico;
2. la función canónica ⇡ : G ! G/N es un homomorfismo abierto y

continuo;
3. el grupo G/N es un espacio T1 y por tanto regular.
4. el grupo G/N es discreto si y sólo si N es abierto.

Demostración. 1) Es suficiente probar que la operación (A, B) !
AB�1, (A, B 2 G/N) es continua. Sean A = Na, B = Nb 2 G/N y
W⇤ una vecindad abierta de C = Na(Nb)�1 = Nab�1, y digamos que
W⇤ = ⇡(W), donde W es un abierto de G que contiene a ab�1. Por la
continuidad de la operación (a, b) ! ab�1 en G, existen abiertos U, V
en G tales que a 2 U, b 2 V , UV�1 ✓ W . Entonces Na 2 U⇤, Nb 2 V⇤
y para todos los x 2 U,y 2 V ocurre Nx(Ny)�1 = Nxy�1 2 W⇤ ya que
xy�1 2 UV�1 ✓ W , es decir, U⇤(V⇤)�1 ✓ W⇤, lo cual implica que las
operaciones del grupo G/N son continuas.

2) Se deduce de la proposición 1.4.8 y de que ⇡(ab) = Nab =
(Na)(Nb) = ⇡(a)⇡(b) para cualesquier elementos a, b de G.

3) Se deduce del teorema 1.4.12.
4) Es consecuencia del inciso (2) del teorema 1.4.12. ⇤

El primer teorema de isomorfismo para grupos toma la siguiente
forma en grupos topológicos.

Teorema 1.4.14. Sean G y G0 dos grupos topológicos y sea f un
epimorfismo continuo y abierto de G en G0 con núcleo N. Entonces N es
un subgrupo normal y cerrado de G y el isomorfismo h de G/N en G0
dado por h(Nx) = f (x) es un isomorfismo topológico entre G/N y G0.

Demostración. El conjunto N es un subgrupo normal de G porque
es el núcleo del homomorfismo f . Además, N es cerrado por ser la
imagen inversa de la identidad e0 deG0, que es cerrada, bajo una función
continua.

Sea ⇡ el homomorfismo canónico de G en G/N. Conviene notar
que h se ha definido de tal manera que f = h � ⇡. Sea V un
abierto en G0. Es fácil ver que h�1(V) = ⇡(f�1(V)). En efecto,
f�1(V) = (h � ⇡)�1(V) = ⇡�1(h�1(V)), de donde h�1(V) = ⇡(f�1(V)).
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Como ⇡ es una función abierta, tenemos que h�1(V) = ⇡(f�1(V)) es un
conjunto abierto. Con ello probamos que h es continua.

Sea U un abierto en G/N. Entonces, por la definición de abierto
en G/N, existe un abierto W en G tal que U = ⇡(W). En consecuencia,
h(U) = h(⇡(W) = f (W). Como f es una función abierta, tenemos que
h(U) es un conjunto abierto. Esto demuestra que h es una función
abierta, y con lo demostrado en los párrafos anteriores tenemos que h
es un isomorfismo topológico. ⇤

Observe que una condición necesaria y suficiente para que un
epimorfismo f sea un isomorfismo es que el núcleo sea la identidad.

La siguiente disertación tiene como propósito establecer una
correspondencia como la que existe entre los subgrupos normales
de los grupos dominio e imagen de un homomorfismo para el caso
de un homomorfismo continuo que tiene como dominio e imagen a
grupos topológicos. Con el fin de hacer útil esta relación, debemos
sustituir a los grupos normales con grupos normales cerrados, y el
homomorfismo, además de ser continuo, debe ser abierto.

Sea f : G ! G0 un epimorfismo continuo y abierto, donde G y G0
son grupos topológicos. Denotemos con N al núcleo de f . Entonces f
establece una correspondencia biyectiva entre los subgrupos cerrados
de G0 y los subgrupos cerrados de G que contienen a N. En efecto,
si K es un subgrupo cerrado de G0, entonces el subgrupo H de G que
le corresponde es justo la imagen inversa H = f�1(K). Si H es un
subgrupo cerrado de G, que contiene a N, entonces el subgrupo de G0
que le corresponde es su imagen, K = f (H). Podemos demostrar que
este subgrupo K de G es cerrado. En efecto, si y 2 G0 es un punto de
acumulación de K, entonces, como f es un epimorfismo, existe x 2 G
tal que f (x) = y. Si U es una vecindad de x, por ser f abierto y continuo,
existe una vecindad V de y tal que f�1(V) ✓ U, pero como V \ K 6= ?,
tenemos que U \ H 6= ?. Por lo tanto, x es punto de acumulación
de H y, por ello x 2 H. De aquí y 2 K, es decir, K es cerrado. Las
correspondencias así definidas son inversas una de la otra. Por último,
si H ✓ G y K ✓ G0 son dos subgrupos cerrados y normales, N ✓ H y
f (H) = K, entonces tenemos que G/H ⇠= G0/K.

En efecto, suponga primero que K es un subgrupo cerrado y normal
de G0 y que H = f�1(K). Entonces H es cerrado y contiene a N. Además,
H es un subgrupo normal de G. Si ⇡ denota la proyección canónica de
G0 en el grupo cociente G0/K, entonces h = ⇡ � f es un epimorfismo
abierto de G en G0/K cuyo núcleo es H. Del teorema 1.4.14 se deduce
que H es un subgrupo normal de G y los grupos cocientes G/H y G0/K
son isomorfos. Por otro lado, si H es un subgrupo cerrado y normal de
G que contiene a N y K = f (H), entonces, por ser f un epimorfismo,
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H = f�1(f (K)); de esto, a su vez, se deduce que f (G \H) = G0 \K. Como
f es abierta y G \H es un conjunto abierto, tenemos que G0 \K también
es abierto y K es cerrado. Se observa que K es normal.

Ahora construiremos el grupo del círculo T, de gran importancia
en análisis y variable compleja. Por supuesto, también encuentra gran
aplicación en la teoría de grupos topológicos.

El grupo del círculo se define como:

T = R/Z.
Observe que como Z es un subgrupo cerrado y normal de R (pues

R es abeliano), entonces T es un grupo topológico. Dadas dos clases
de equivalencia x + Z y y + Z, éstas son iguales si y sólo si x � y 2 Z.
Por lo tanto, en cada clase y + Z existe un representante x 2 y + Z con
x 2 [0,1]. Considere la circunferencia unitaria S1 en el plano complejo
R2 = C definida como S1 = {e2⇡ix : x 2 [0,1]} y la función f : R ! S1

dada por f (x) = e2⇡ix. Si z es un entero, claramente f (x + z) = f (x), por
lo que f es constante en cada clase de equivalencia de Z en R.

Para ver que T es isomorfo topológicamente a S1, consideremos el
homomorfismo canónico⇡ : R ! R/Z dado por⇡(x) = x+Z y la función
� : R/Z ! S1 dada como �(x + Z) = f (x) = e2⇡ix. La función � está
bien definida puesto que f es constante en cada clase de equivalencia
de R/Z. Tenemos entonces el diagrama conmutativo

R ⇡�! R/Z
&

??y�
f

S1

en el cual ⇡ y f son homomorfismos continuos abiertos, por lo que
� también es un homomorfismo continuo (y abierto). Sin embargo, �
es una biyección ya que si �(x + Z) = �(y + Z) entonces e2⇡ix = e2⇡iy

y e2⇡i(x�y) = 1. Además, es un hecho conocido de variable compleja
que esto último ocurre si y sólo si x � y 2 Z, es decir, tenemos que
x + Z = y + Z, y � es una biyección. Además como ⇡([0,1]) = R/Z y
[0,1] es compacto, también R/Z lo es. Hemos probado entonces que el
grupo del círculo T es compacto.

1.5. Productos directos

Sea {Gi}i2I una familia de grupos topológicos. Damos una
estructura de grupo al conjunto G =

Q
i2I Gi definiendo (xi)i2I(yi)i2I =

(xiyi)i2I. Si ei es el elemento identidad de Gi, entonces e = (ei)i2I es
el elemento identidad de G, y tenemos (xi)�1

i2I = (x�1
i )i2I. La topología

producto es compatible con esta estructura de grupo porque la función
h : G⇥G! G dada por h((xi)i2I, (yi)i2I) = (xiy�1

i )i2I es la composición
de las funciones ((xi, yi)i2I) ! (xiy�1

i )i2I de
Q
i2I(Gi ⇥ Gi) en G y la
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proyección ((xi)i2I, (yi)i2I) ! ((xi, yi)i2I) de G ⇥ G en
Q
i2I(Gi ⇥ Gi), y

estas dos funciones son continuas.
El producto directo de los grupos topológicos {Gi : i 2 I} se obtiene

al dar al producto

G =
Y

i2I
Gi

la topología producto.
La demostración de la siguiente afirmación se omite (ver [HR]): Si

{Ix}x2K es una partición de I, entonces G es isomorfo al producto de
los grupos topológicos

Q
i2Ix Gi, es decir

G =
Y

i2I
Gi ⌘

Y

x2K

Y

i2Ix

Gi

(propiedad asociativa del producto).
La proyección natural ⇡j : G! Gj con j 2 I definida por ⇡j(x) = xj

para todo x = (xi)i2I 2 G es un homomorfismo continuo. Este último
hecho se deduce directamente de la definición de la topología producto.
Más aún, la función �j : Gj ! G definida por �j(x) = (yi)i2I, donde
yi = ei para i 6= j y yj = xj, es un isomorfismo topológico entre Gj y
Nj = �j(Gj). Es decir, �j es una inmersión de Gj en G.

El siguiente teorema es una consecuencia sencilla de las defini-
ciones de productos de grupos y de espacios topológicos.

Teorema 1.5.1. Sea {Gi}i2I una familia de grupos topológicos y sea
H el subconjunto de G =

Q
i2I Gi que consta de todos los x = (xi)i2I

tales que xi es el elemento identidad de Gi para todo i excepto para un
número finito de índices; H es entonces un subgrupo normal denso en G.

El objetivo de esta disertación es determinar bajo qué condiciones
se puede agregar la parte topológica al concepto de descomposición
algebraica de un grupo en subgrupos. Sea {Gi}ni=1 una familia finita
de grupos topológicos y G su producto directo. Es fácil ver que para
vecindades arbitrarias U1, . . . , Un de e1, . . . , en relativas a G1, . . . , Gn,
respectivamente, el producto U1 ⇥ · · ·⇥Un es una vecindad de eG en la
topología del grupo G. Por todo esto, podemos plantear una definición
de producto interno de grupos topológicos.

Sea G un grupo topológico y sean N1, . . . , Nn subgrupos cerrados
normales de G. Diremos que el grupo topológico G se descompone
topológicamente en el producto directo de los subgrupos N1, . . . , Nn
si G se descompone (en el sentido algebraico) en el producto directo
de estos subgrupos y, además, para cualquier colección U1, . . . , Un de
vecindades de la identidad, e, relativas aN1, . . . , Nn, existe una vecindad
de e relativa a todo el grupo G tal que U ✓ U1 · · · · · Un.
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Proposición 1.5.2. Supongamos que el grupo topológico G se
descompone topológicamente en el producto directo de los subgrupos
N1, . . . , Nn, y sea H el producto directo de estos subgrupos. A cada
elemento x = (x1, . . . , xn) 2 H le asociamos el elemento  (x) =
x1 · . . . · xn 2 G. Entonces  es un isomorfismo topológico entre G
y H. Además,  � �j = idNj , donde las �j se definieron en el párrafo
anterior al teorema 1.5.1.

Demostración. Como ya se conocen las partes algebraicas de esta
proposición y es evidente que  ��j = idNj , terminaremos si probamos
que  es una función continua y abierta. Sea U una vecindad arbitraria
de la identidad en G y V otra tal que Vn ✓ U. Definimos Vi = V \ Ni
para todo i  n, y entonces V 0 = {(x1, . . . , xn) : xi 2 Vi,1  i  n}
es una vecindad de la identidad en H. Es fácil ver que  (V 0) ✓ U.
Esto último demuestra que  es continua. Por otro lado, si W es una
vecindad de la identidad en H, entonces contiene un conjunto de la
forma V1 ⇥ · · ·⇥ Vn, donde cada Vi es una vecindad de la identidad en
Ni. Por hipótesis, existe una vecindad U de la identidad en G tal que
U ✓ V1 · . . . · Vn =  (V), de donde se deduce que  es abierta. ⇤

Ejemplo 1.5.3. Denote con D al grupo discreto de dos elementos
{0,1}. Sea D⌧ el producto topológico de ⌧ copias de D. Entonces D⌧ es
un grupo topológico compacto de dimensión cero. Observe que a2 = e,
para todo elemento a de D⌧. Aśı, cada elemento de D⌧ es su propio
inverso. Tales grupos se llaman booleanos.

1.6. Cardinales invariantes elementales

Ahora estudiaremos algunas propiedades de las funciones car-
dinales definidas en grupos. La primera propiedad, respecto a las
funciones cardinales, que encuentra una expresión muy especial en el
caso de grupos topológicos se describe en el corolario 1.6.3.

Lema 1.6.1. Sea G un grupo topológico. Suponga que D es un
subespacio denso en G y que U es una vecindad de la identidad eG;
entonces G = DU.

Demostración. La inclusión DU ✓ G es obvia, así es que probare-
mos que G ✓ DU. Sea g 2 G. Dado que D es denso y gU�1 es abierto
no vacío, existe x 2 D \ gU�1. Por lo tanto, g 2 xU ✓ DU. Al ser g un
elemento arbitrario de G concluimos que G ✓ D · U. ⇤

Teorema 1.6.2. Sea G un grupo topológico y @ una base local para
eG. Suponga que para cada B 2 @ existe DB ✓ G tal que G = DBB.
Entonces {xB : x 2 DB, B 2 @} es una base para G.
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Demostración. Sea g en G y U un abierto que contiene a g. Existe
V vecindad de la identidad tal que gV ✓ U. Considere una vecindad
W de eG tal que W�1W ✓ V , y un elemento B 2 @ tal que B ✓ W .
Como G = DBB, existe x 2 DB tal que g 2 xB. Por consiguiente,
g 2 xB ✓ gB�1B ✓ gW�1W ✓ gV ✓ U, como se requiere. ⇤

Corolario 1.6.3. Si G es un grupo topológico, entonces w(G) =
d(G) · �(G).

Demostración. Ya sabemos que d(G)  w(G) y que �(G)  w(G);
por lo tanto, d(G) · �(G)  w(G). Para la otra desigualdad considere un
subconjunto denso D en G de cardinalidad d(G). Sea @ una base local
para eG tal que |@| = �(G). Por el lema 1.6.1 sabemos que G = BD para
cada B 2 @, y del teorema 1.6.2 se deduce que 9 = {xB : x 2 D, B 2 @}
es una base para G de cardinalidad no mayor que �(G) · d(G). Por
consiguiente, w(G)  d(G) · �(G). ⇤

Teorema 1.6.4. Sea G un grupo topológico. Entonces

(1) ⇡�(G) = �(G);
(2) ⇡w(G) = w(G).

Demostración. Para evitar situaciones obvias, supondremos que G
no es discreto.

1) Como la desigualdad ⇡�(G)  �(G) es inmediata, basta probar
que si @ es una ⇡-base local en eG, entonces {BB�1 : B 2 @} es una
base local en eG. Con U como una vecindad de eG, encontramos otra
vecindad V de eG y B 2 @ tales que B ✓ V ✓ VV�1 ✓ U. Entonces el
conjunto BB�1 es abierto y eG 2 BB�1 ✓ U, como se requiere.

2) De (1) y el corolario 1.6.3 se deduce que

w(G)  d(G) · �(G)  ⇡w(G) · ⇡�(G)

 ⇡w(G) · ⇡w(G) = ⇡w(G). ⇤

Antes de continuar presentamos una desigualdad cardinal muy
importante, válida en cualquier grupo topológico.

Proposición 1.6.5. Sean G un grupo topológico y H un subgrupo
normal cerrado de G. Entoncesw(H)  w(G) yw(G/H)  w(G). Además,
�(G/H)  �(G).

Demostración. La desigualdad w(H)  w(G) es evidente. Para
probar que w(G/H)  w(G) note que si U es abierto en G, entonces
U⇤ = ⇡(U) es abierto en G/H, donde ⇡ es el homomorfismo canónico
⇡ : G! G/H. Además, si @ es una base para G, ⇡(@) = {⇡(U) : U 2 @}
es una base para G/H. Así, w(G/H)  w(G). La desigualdad
�(G/H)  �(G) se prueba de la misma forma. ⇤
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Ahora demostremos un resultado un poco sorprendente, el cual es
válido sólo en grupos topológicos.

Teorema 1.6.6. Sea G un grupo tal que d(G) < |G|. Entonces
—(G) = |G|.

Demostración. Sea D0 un conjunto denso en G de cardinalidad
d(G). Considere D = hD0i. Entonces |D| = d(G). Sea D0 = D y considere
g1 2 G \ D. Definimos D1 = g1D0, que resulta denso y ajeno a D0.
Supongamos que hemos construido de esta forma conjuntos densos
D↵ para toda ↵ < �, � < |G|. Sea g� 2 G\(

S
↵<�D↵). Podemos encontrar

tal g� pues ���
[

↵<�

D↵
��� 

X

↵<�

|D↵|  � · |D| < |G|

siempre que � < |G|. Continuando este proceso logramos |G| densos
ajenos entre sí. Cada denso debe intersectar a todo abierto no vacío, y
por lo tanto cada abierto debe tener cardinalidad |G|; en consecuencia,
—(G) = |G|. ⇤



Capítulo2
Compacidad

Los conceptos de compacidad y compacidad local son de particular
importancia en grupos topológicos. En grupos localmente compactos
podemos definir una teoría de la medida, (vea [49]). Además, en esta
clase de grupos se desarrolla la teoría de dualidad de Pontryagin-Van
Kampen, de gran importancia en análisis. En esta parte se establecen
los hechos fundamentales que permiten abordar estas dos teorías.

Los grupos compactos y localmente compactos en muchos sentidos
se han caracterizado casi completamente. Se conoce su estructura
algebraica y topológica y muchos de sus invariantes cardinales.

La primero estudiaremos las principales propiedades de los grupos
compactos y localmente compactos. En ella también se encuentran
resultados sobre grupos numerablemente compactos. En la segunda
sección se analizan grupos con propiedades relacionadas a la compaci-
dad tales como acotación total, ser generado por un subconjunto com-
pacto, etc. A continuación, se establecen las principales desigualdades
cardinales para grupos compactos o con propiedades relacionadas a la
compacidad. Por último, se presenta una breve introducción a la teoría
de dualidad.

2.1. Grupos compactos y localmente compactos

Teorema 2.1.1. Sean G un grupo topológico, U una vecindad de eG
y F un subconjunto compacto de G. Entonces existe una vecindad V de
eG tal que xVx�1 ✓ U para toda x 2 F.

Demostración. SeaW una vecindad simétrica de eG tal queW3 ✓ U.
Como F ✓

S
x2F Wx y F es compacto, existen x1, . . . , xn 2 F tales que

F ✓
Sn
k=1Wxk. Sea V =

Tn
k=1 x

�1
k Wxk. Es claro que V es una vecindad de

eG y xkVx�1
k ✓ W para k = 1, . . . , n. Si x 2 F, entonces x 2 Wxk para

cierta k  n. Así, x = wxk para algún w 2 W , y de aquí

xVx�1 = wxkVx�1
k w�1 ✓ wWw�1 ✓ W3 ✓ U. ⇤

Sabemos que si G es un grupo topológico y H es uno de sus
subgrupos cerrados, entonces la función canónica ⇡ : G ! G/H es
continua y abierta. Para H compacto, podemos mejorar este resultado:

23
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Teorema 2.1.2. Si G es un grupo topológico y H es un subgrupo
compacto de G, entonces la función canónica ⇡ de G a G/H es una
función cerrada.

Demostración. Suponiendo que A es cerrado en G, probaremos
que el complemento de ⇡(A) es abierto en G/H. Considere x 2 G tal
que ⇡(x) 62 ⇡(A). Entonces x 62 AH. Dado que AH es cerrado, existe una
vecindad U de x tal que U\ (AH) = ?. Por definición, ⇡(U) es un abierto
en G/H que contiene a ⇡(x) y es ajeno a ⇡(A). Suponga lo contrario y
tome z 2 ⇡(U) \ ⇡(A), es decir z = ⇡(a) = ⇡(u) para ciertos a 2 A y
u 2 U. Por lo tanto, a�1u 2 H y u 2 AH, una contradicción. Ya que xH
fue un elemento arbitrario de G/H \ ⇡(A) concluimos que G/H \ ⇡(A)
es abierto. ⇤

La compacidad y la compacidad local de grupos se hereda a espacios
cocientes de G entre subgrupos cerrados H:

Teorema 2.1.3. Sean G un grupo topológico y H un subgrupo
cerrado de G. Si G es compacto, entonces H y G/H también lo son.
Si G es localmente compacto, entonces H y G/H también lo son.

Demostración. Es claro que la compacidad y la compacidad local
se hereda a subgrupos cerrados.

Dado que la función canónica ⇡ : G ! G/H es continua y sobre, si
G es compacto, entonces G/H también lo es.

Ahora probaremos que si G es localmente compacto, el espacio
G/H es localmente compacto. Sea ⇡(a) 2 G/H. Debemos encontrar una
vecindad compacta de ⇡(a) en G/H. Sea U una vecindad de a cuya
cerradura U en G es compacta. Entonces ⇡(U) es compacto y por lo
tanto cerrado. Como U ✓ U, ⇡(U) ✓ ⇡(U) por lo que ⇡(U) es compacta.
Note que ⇡(U) es una vecindad abierta de ⇡(a) en G/H, lo que termina
la demostración. ⇤

Hemos usado el hecho de que si⇡ : G! G/H es la función canónica
y K ✓ G es compacto, entonces ⇡(K) también es compacto. El recíproco
de este resultado también es cierto con una hipótesis adicional: la
imagen inversa de un compacto en el espacio cociente G/H es compacta
si H es compacto. Antes de probar este resultado necesitamos algunos
hechos auxiliares. Recuerde que una función continua f : X ! Y se
llama perfecta (X, Y espacios topológicos) si f es cerrada y todas las
fibras f�1(y), y 2 Y son compactas en X.

Podemos generalizar el teorema 2.1.2 al afirmar que la función
canónica ⇡ : G! G/H es perfecta si el subgrupo H de G es compacto.
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Proposición 2.1.4. Si f : X ! Y es una función cerrada, entonces
para cualquier subespacio L ✓ Y la restricción fL = f � f�1(L) : f�1(L) !
L es cerrada.

Demostración. Sea A ✓ X un conjunto cerrado en X, entonces

fL(A \ f�1(L)) = f (A \ f�1(L)) = f (A) \ L,

y como f es cerrada, f (A) es cerrada en Y y así f (A) \ L es cerrada en
L. ⇤

De la proposición 2.1.4 y de la definición de función perfecta se
deduce fácilmente el siguiente resultado.

Proposición 2.1.5. Si f : X ! Y es una función perfecta, entonces
para cualquier cerrado A ✓ X y cualquier subespacio B ✓ Y las
restricciones f � A : A! Y y fB = f � f�1(B) : f�1(B) ! B son perfectas.

Teorema 2.1.6. Si f : X ! Y es una función perfecta, entonces
para todo subconjunto compacto Z ✓ Y , su imagen inversa f�1(Z) es
compacta en X. En particular, si Y es compacto, X también lo es.

Demostración. Primero notemos que si y 2 Y y U es una vecindad
abierta de f�1(y), entonces existe una vecindad W de y tal que
f�1(W) ✓ U: definimos W = Y \ f (X \ U). Claramente y 2 W y W
es abierto por ser f cerrada. Por lo tanto, f�1(W) ✓ U.

De acuerdo con la proposición 2.1.5, es suficiente probar que si Y
es compacto, entonces X también lo es. Sea 8 una cubierta abierta de
X. Sin pérdida de generalidad supongamos que 8 es cerrada respecto
a uniones finitas. Sabemos que para toda y 2 Y , f�1(y) es compacto
en X y que existe Uy 2 8 tal que f�1(y) ✓ Uy; por consiguiente, existe
un abierto Vy en Y tal que y 2 Vy y f�1(Vy) ✓ Uy. Puesto que Y
es compacto, la familia {Vy : y 2 Y} contiene una subcubierta finita
{Vy : y 2 Y 0}, entonces la subfamilia finita {Uy : y 2 Y 0} de 8 es una
cubierta de X. ⇤

Suponga que tenemos un grupo G, un subgrupo H de G y una
propiedad topológica 3. Un problema muy conocido en la teoría de
grupos topológicos es: si G/H y H tienen 3, ¿también G posee 3? En
este libro responderemos afirmativamente esta pregunta para varias
propiedades 3, por ejemplo conexidad, compacidad, etc. Comencemos
con la compacidad.

Teorema 2.1.7. Sean G un grupo topológico y H un subgrupo
compacto de G. Si Q ✓ G/H es compacto, entonces P = ⇡�1(Q) es
compacto, donde ⇡ : G ! G/H es la función canónica. En particular, si
G/H es compacto, G también lo es.
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Demostración. Basta probar que ⇡ es perfecta. Del teorema 2.1.2
se deduce que ⇡ es cerrada.

Si x 2 G, entonces ⇡�1(⇡(x)) = xH que es compacto. Así es que ⇡
es perfecta y la compacidad de ⇡�1(Q) se deduce del teorema 2.1.6. ⇤

Del teorema 2.1.7 se desprende que la función canónica ⇡ : G !
G/H es perfecta si y sólo si H es compacto en G.

Existen grupos numerables sin puntos aislados, por ejemplo el
grupo Z con la p-topología (véase el Ejemplo 2 de la Sección 2 del
Capítulo 1). Demostraremos que tales grupos no pueden ser localmente
compactos.

Teorema 2.1.8. Todo grupo topológico localmente compacto G tal
que |G| < c es discreto.

Demostración. Suponga que G es localmente compacto y no
discreto. Entonces G no tiene puntos aislados por ser homogéneo.
Sea U una vecindad abierta de eG tal que K = U es compacto. Tanto
U como K carecen de puntos aislados. Si aplicamos el teorema de
Čech-Pospí̌sil a K, dado que �(x,K) � @0 para toda x 2 K, obtenemos
|G| � |K| � c, lo que termina la demostración. ⇤

Note que todo grupo compacto G no discreto tiene cardinalidad no
menor que c, lo cual se desprende del teorema 2.1.8.

El siguiente resultado acerca de subconjuntos compactos de un
grupo nos será de utilidad posteriormente.

Teorema 2.1.9. Sean G un grupo topológico, F un subconjunto
compacto de G, U un subespacio abierto de G tal que F ✓ U. Entonces
existe una vecindad V de eG tal que (FV) [ (VF) ✓ U. Si G es localmente
compacto, entonces V se puede elegir de tal forma que ambos conjuntos
FV y VF sean compactos.

Demostración. Para cada x 2 F, existe una vecindad Wx de eG
tal que xWx ✓ U y una vecindad Vx de eG tal que V2

x ✓ Wx. Como
F ✓

S
x2F xVx, existen x1, . . . , xn 2 F tales que F ✓

Sn
k=1 xkVxk . Sea

V1 =
Tn
k=1 Vxk . Entonces

FV1 ✓
⇣ n[

k=1

xkVxk
⌘
V1 ✓

n[

k=1

xkV2
xk ✓

n[

k=1

xkWxk ✓ U.

De manera similar, existe una vecindad V2 de eG tal que V2F ✓ U.
Sea V = V1 \ V2, y entonces obtenemos ((FV) [ (VF)) ✓ U. Si G
es localmente compacto, entonces V se puede elegir con cerradura
compacta. Se deduce que FV es cerrado y compacto. Dado que FV ✓ FV
y FV es cerrado, tenemos FV ✓ FV y de aquí FV es compacto. En forma
semejante, VF es compacto, así que FV y VF son compactos. ⇤
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Ahora analicemos algunos resultados sobre compacidad numera-
ble.

Teorema 2.1.10. Si un grupo topológico G contiene un subgrupo
compacto H tal que el espacio cociente G/H es numerablemente com-
pacto, entonces G es numerablemente compacto.

Demostración. Queremos probar que G es numerablemente com-
pacto, es decir que cada subconjunto infinito de G tiene un punto de
acumulación. Sea X ✓ G con |X| = @0. Si para algún g 2 G tenemos
|X\gH| = @0, entonces X tiene un punto de acumulación en el subespa-
cio compacto gH. Supongamos entonces que para cada g 2 G tenemos
|X \ gH| < @0. Sea ⇡ : G ! G/H la función canónica. De nuestra
suposición se desprende que |⇡(X)| = @0 y por consiguiente ⇡(X) tiene
un punto de acumulación, es decir, existe a 2 G tal que cada vecindad
U de aH en G/H satisface |⇡(X) \ U| = @0. Mostraremos que en tal
caso alguna p 2 aH es punto de acumulación de X. Si no ocurriese
así, entonces para cada p 2 aH se tendría una vecindad abierta Vp
de p en G tal que |X \ Vp| < @0. Puesto que aH es compacto, existe
un conjunto finito F ✓ aH tal que aH ✓

S
x2F Vp. De aquí se deduce

que V =
S
x2F Vp es una vecindad abierta de aH con |X \ V| < @0. Al

ser perfecta la función ⇡ : G ! G/H (véase comentario siguiente al
Teorema 2.1.7), existe una vecindad abierta U de aH en G/H tal que
⇡�1(U) ✓ V . Entonces |U \ ⇡(X)| < @0, que contradice la elección del
punto a 2 G. ⇤

En el teorema 2.1.10 no se puede debilitar la hipótesis sobre H
a compacidad numerable sin perder el resultado como lo muestra la
siguiente observación. Existen dos grupos numerablemente compactos
H y K cuyo productoG = H⇥K no es numerablemente compacto [vD1] y
[HvM]. Las construcciones de tales grupos utilizan axiomas adicionales
a ZFE, por ejemplo la hipótesis del continuo o el axioma de Martin.

Es natural preguntarse si existen grupos numerablemente com-
pactos no compactos. La respuesta nos la da el siguiente ejemplo, en
el que utilizamos un ÷-producto, cuya definición se encuentra en el
apéndice B (Definición B.37):

Ejemplo 2.1.11. Sea {Gi : i 2 I} una familia de grupos compactos
con |Gi| > 1 para todo i 2 I, donde |I| > @0. En el producto
G =

Q
i2I Gi considere el ÷-producto G⇤ con la identidad eG como

punto base. Es inmediato que G⇤ es un subgrupo propio denso de
G, y por lo tanto no puede ser compacto. Ahora probaremos que
G⇤ es numerablemente compacto. Considere un subconjunto infinito
numerable F ✓ G⇤. Debemos mostrar que F tiene un punto de
acumulación en G⇤. Sea H =

S
{Supp(x) : x 2 F}. Por definición,
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cada Supp(x), x 2 F, es numerable así que |H|  @0. Observe que el
producto G0 =

Q
i2H Gi ⇥

Q
j2I\H{eGj} es compacto y F ✓ G0, por lo que

existe z 2 G0 que es punto de acumulación de F en G0. Sólo resta notar
que z 2 G0 ✓ G⇤.

Un subgrupo H de un grupo topológico G es totalmente denso en
G si para todo subgrupo cerrado N de G, el conjunto H \ N es denso
en N. El subgrupo H es débilmente denso en G si para todo subgrupo
normal N de G, el conjunto H \N es denso en N.

Un espacio X se llama precompacto si la cerradura de cualquier
subconjunto numerable Y ✓ X es compacta.

Note que todo espacio precompacto es numerablemente compacto.

Proposición 2.1.12. Sean G un grupo compacto, ' : G ! G0 un
homomorfismo continuo de G sobre G0, H0 un subgrupo de G0 y
H = '�1(H0). Entonces:

(1) Si H0 es denso en G0, entonces H es denso en G.
(2) Si H0 es totalmente denso en G0, entonces H es totalmente denso

en G.
(3) Si H0 es precompacto, entonces H también lo es.

Demostración. Note que ' es un homomorfismo abierto (véase el
Teorema 5.1) y que ' � H es abierto: si U es abierto en H y V es un
abierto en G tal que U = H \ V , entonces '(U) = '(V) \ H0; por lo
tanto, '(U) es abierto en H0. Recuerde que toda función continua de un
compacto en un espacio Hausdorff es perfecta.

(1) Queremos demostrar que H = '�1(H0) es denso en G. Sea U
abierto enG, entonces'(U) es abierto enG0 y por consiguiente
'(U) \ H0 6= ?, de donde se deduce U \'�1(H) 6= ?, como se
requiere.

(2) Sea K un subgrupo cerrado de G. Entonces H0 \'(K) es denso
en '(K) y se desprende de (1) que el conjunto '�1(H0 \'(K)),
que es igual a H \ K, es denso en K.

(3) Sea D un subconjunto numerable de H. Como H0 es
precompacto, existe un subconjunto compacto K ✓ H0 que
contiene a '(D). Entonces D está contenido en '�1(K), que es
compacto al ser la imagen inversa de un compacto respecto a
una función perfecta.

⇤

2.2. Propiedades relativas a compacidad

Una clase más amplia que los grupos compactos la constituyen los
grupos totalmente acotados.
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Un grupo topológico G es totalmente acotado si para cada vecindad
U de eG existe un subconjunto F ✓ G tal que F es finito y G = F · U.

Los grupos totalmente acotados tienen una propiedad muy im-
portante: son subgrupos densos de grupos compactos (véase [We]).
Además, la propiedad se preserva en subgrupos, bajo homomorfismos
continuos y en productos. Observe que los grupos totalmente acotados
no pueden contener subgrupos infinitos discretos y que su grado de
dispersion es igual a la cardinalidad del grupo.

Note que todo grupo compacto es totalmente acotado: si G es
compacto y U es una vecindad de eG, entonces podemos cubrir a G
con los abiertos gU, para toda g 2 G. De la compacidad obtenemos
una subcubierta finita y de aquí el subconjunto finito F ✓ G tal que
G = F · U.

Proposición 2.2.1. Sea G un grupo totalmente acotado. Entonces:

(1) Si U es una vecindad arbitraria de eG, entonces existe L ✓ G
finito tal que G = U · L.

(2) Cualquier subgrupo K de G es totalmente acotado.
(3) Si K es un grupo topológico que es la imagen de G respecto a

un homomorfismo continuo, entonces K es totalmente acotado.
(4) Si K es un subgrupo denso de un grupo L y K es totalmente

acotado, entonces L también es totalmente acotado.

Demostración. (1) Sea U una vecindad arbitraria de eG; existe
una vecindad simétrica V de eG tal que V ✓ U. Ya que G
es totalmente acotado, podemos encontrar un subconjunto
finito F ✓ G con la propiedad de que G = F · V . Considere
L = {x�1 : x 2 F}. Se verifica fácilmente que G = V · L y con
mayor razón G = U · L.

(2) Sea U una vecindad de la identidad e en H. Existen vecindades
V y W de e en G tales que V \ H = U y W�1W ✓ V . Como
G es totalmente acotado, existe un subconjunto finito F ✓ G
tal que G = F · W . Si x 2 F y xW interseca al subgrupo H,
tomamos un punto ax 2 H \ xW ; si no es así hacemos ax = e.
Se comprueba que A = {ax : x 2 F} es finito y H = A · U.

(3) Sean V una vecindad abierta de eK en K y ' : G ! K
un homomorfismo continuo y suprayectivo. El conjunto
U = '�1(V) es abierto en G y contiene a eG; por lo tanto,
existe un subconjunto finito, y F de G tal que G = F · U. El
conjunto L = '(F) es finito y es fácil probar que se satisface
L · V = '(F · U) = '(G) = K.

(4) Sean U y W vecindades de la identidad e de L tales que W es
simétrica y W2 ✓ U. Entonces V = W \ K 6= ? es una vecindad
de e en K y, por lo tanto, existe un subconjunto finito F ✓ K
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tal que K ✓ F · V . Se afirma que L = F · U. Sea g 2 L, y
entonces existe h 2 K \ gW . Por consiguiente, h = gw para
algún w 2 W . Además, h = fv para ciertos f 2 F, v 2 V . Así
es que g = hw�1 = fvw�1 2 F ·W ·W ✓ F · U. De lo anterior
obtenemos, L = F · U.

⇤
Note que los puntos con coordenadas racionales en el grupo del

círculo forman un subgrupo del grupo del círculo T que es totalmente
acotado denso y no compacto. Esto último demuestra que la clase de
los grupos totalmente acotados es estrictamente más amplia que la
clase de los grupos compactos.

Un grupo topológico G es compacto de origen si existe una vecindad
V de eG tal que V es compacto y el conjunto V genera al grupo G, es
decir, G = hVi.

Si el grupo G está generado por un subconjunto H compacto,
entonces G es compacto generado.

Si G es compacto de origen, entonces G es �-compacto, es decir, es
la unión numerable de subespacios compactos: sea U = V [V�1, donde
V es como en la definición, claramente G =

S
n<! U

n y cada una de las

potencias Un es compacta y G =
S
n<! U

n
.

Teorema 2.2.2. Sea G un grupo topológico con un subgrupo normal
y compacto H tal que G/H es compacto generado. Entonces G es
compacto generado.

Demostración. Sea ⇡ : G ! G/H el homomorfismo canónico y
suponga que ⇡(A) es compacto y genera a G/H. Dado que ⇡ es perfecta
sabemos que AH es compacto. Por lo tanto, (AH) [ H es compacto. Se
verifica fácilmente que (AH) [H genera a G. ⇤

Teorema 2.2.3. Sea G un grupo localmente compacto y H un
subgrupo normal de G. Si G/H y H son compactos generados, entonces
G también es compacto generado.

Demostración. Sea ⇡ : G! G/H la función canónica. Suponga que
⇡(X) es un compacto que genera G/H. Ya que ⇡ es perfecta podemos
suponer que X es compacto. Si A es un subconjunto compacto de H
que genera a H, entonces A [ X es un subconjunto compacto de G que
genera a G. ⇤

2.3. Funciones cardinales y compacidad

En esta sección describiremos cómo se comportan varias funciones
cardinales en grupos topológicos compactos o con propiedades rela-
cionadas con la compacidad.
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El primer resultado establece la coincidencia del carácter y del peso
en cierta clase de grupos topológicos.

Teorema 2.3.1. Sea G un grupo topológico con la propiedad de que
para cada vecindad U de eG existe un subconjunto DU ✓ G tal que
|DU |  �(G) y G = U ·DU . Entonces w(G) = �(G).

Demostración. Siempre se cumple que �(G)  w(G), pues cualquier
base para G resulta una base local para cualquier punto g 2 G. Resta
demostrar que w(G)  �(G).

Sea @(eG) una base local para eG con cardinalidad igual a �(G).
Definimos @ = {Bx : B 2 @(eG), x 2 DB}, donde DB es un subconjunto
de G tal que G = B · DB. Sabemos que @ es una base para G y de la
definición se desprende que

|@| 
X

B2@(eG)

|DB|  �(G) · �(G) = �(G),

por lo cual, w(G)  �(G). ⇤

Corolario 2.3.2. SeaG un grupo �-compacto, entoncesw(G) = �(G).

Demostración. Observe que si G es �-compacto y U es una
vecindad de eG, entonces existe un subconjunto numerable F ✓ G
tal que G = U · F. Por lo tanto, se cumplen las hipótesis del
teorema 2.3.1. ⇤

Recordemos que el número de Lindelöf de un espacio X es el
número cardinal más peque¤o l(X) tal que toda cubierta abierta admite
una subcubierta de cardinalidad l(X).

Ahora probaremos que la cardinalidad de ciertos grupos es de la
forma 2 donde  es el peso del grupo en cuestión.

Teorema 2.3.3. Sea G un grupo topológico localmente compacto y
�-compacto. Entonces, si G no es discreto, se cumple que |G| = 2w(G).

Demostración. Observe que G es un grupo de Lindelöf pues
G es �-compacto y por lo tanto su número de Lindelöf l(G) es
numerable. Dado que nuestro grupo G es Hausdorff, tenemos que
|G|  2l(G)·�(G) = 2�(G) = 2w(G).

Por otro lado, G es un espacio homogéneo no discreto y por eso
�(g,G) = �(eG, G) = �(G) � @0 para toda g 2 G. Del teorema de
Čech-Pospǐsil sabemos que |G| � 2�(G), así que |G| = 2�(G). Puesto que
w(G) = �(G) (Corolario 2.3.2), concluimos que |G| = 2w(G). ⇤

Corolario 2.3.4. Sea G un grupo topológico compacto infinito.
Entonces |G| = 2w(G).
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Ahora probaremos que todo grupo compacto satisface la condición
de Souslin, es decir, que tiene celularidad numerable. Recuerde que
un espacio satisface la condición de Souslin si toda familia de abiertos
no vacíos mutuamente ajenos es a lo más numerable. De hecho, en el
capítulo 5 se prueba un resultado más general: todo grupo �-compacto
satisface la condición de Souslin. Sin embargo, la demostración para
el caso compacto (debida a D. Strauss) es muy sencilla y vale la pena
presentarla. Antes necesitamos una proposición auxiliar.

Una función real f definida en una clase de subconjuntos de un
espacio X a [0,1] se llamará monótona si siempre que U ✓ V se cumple
que f (U)  f (V).

Proposición 2.3.5. Sea X un espacio regular que admite una función
f monótona del conjunto de todos los subconjuntos abiertos no vacíos
de X a (0,1] tal que f (G [ H) � f (G) + f (H) siempre que G \ H = ?.
Entonces c(X)  @0.

Demostración. Sea 9 una familia de abiertos no vacíos en X y
90 la familia de uniones de subfamilias numerables de 9. Podemos
suponer, sin perder generalidad, que 9 contiene a todo abierto O
tal que O ✓ U para alguna U 2 9. Entonces existe V 2 90 tal que
f (V) = sup{f (W) : W 2 90}: sea a el supremo de {f (W) : W 2 90}.
Para cada n 2 N+ existe Bn 2 90 tal que a < 1

n + f (Bn). Claramente
V = [n<!Bn cumple el requisito.

De la definición de V se desprende que U ✓ V para toda U 2 9:
si no fuera así, existiría, por la regularidad de X, un subconjunto
abierto no vacío O con O ✓ U \ V . Esto último implica que V [ O 2 90,
f (V [ O) � f (V) + f (O) > f (V), lo que contradice la elección de V . Está
claro que la subfamilia de 9 de abiertos no vacíos ajenos dos a dos debe
ser numerable; en caso contrario, no podríamos encontrar un elemento
V 2 90 que satisfaga U ✓ V para todo U 2 9. ⇤

Teorema 2.3.6. Sea G un grupo compacto. Entonces c(G) = @0.

Demostración. Todo lo que debemos hacer es encontrar una
función de la familia de abiertos no vacíos de G en (0,1] que satisfaga
las condiciones de la proposición 2.3.5.

Sea ^(eG) el filtro de vecindades abiertas de la identidad eG en G. Si
W y V son abiertos no vacíos en G, sea nW (V) el número más pequeño
de traslaciones derechas de W que cubren a V . Sea

f (V) = sup{inf{nU (V)/nU (G) : U 2 ^(eG), U ✓ W} : W 2 ^(eG)}.

Es claro que f es monótona. Además, si O \ O0 = ?, existe
una W 2 ^(eG) tal que siempre que U 2 ^(eG) y U ✓ W , tenemos
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nU (O [ O0) = nU (O) + nU (O), lo cual implica la desigualdad requerida
para f . ⇤

2.4. Acerca de la teoría de la dualidad

Los siguientes resultados relativos a grupos localmente compactos
nos dan información de la estructura algebraica (y topológica) de estos
grupos. Observe que pedimos que el grupo sea abeliano. Ésta es una
de las muchas ocasiones en las que aparece la dificultad de tratar
con grupos no abelianos, de los cuales, en general, se conoce poco.
Estos teoremas son importantes en el desarrollo de la teoría de la
dualidad de Pontryagin-Van Kampen para grupos abelianos localmente
compactos. Vale la pena describir muy brevemente la idea de esta teoría
en el presente capítulo, pues se desarrolla para grupos localmente
compactos.

La teoría de Pontryagin-Van Kampen establece que todo grupo
localmente compacto G es el grupo dual de su grupo dual, donde el
grupo dual G# de G es el grupo de todos los homomorfismos continuos
de G al grupo del círculo T con la topología ‘‘compacta-abierta’’ (véase
[32], Sec. 3.4). En otras palabras, toda porción de información relativa
a un grupo localmente compacto está contenida en alguna parte de su
grupo dual. Por ejemplo, G# es discreto si G es compacto y viceversa; si
G es un grupo abeliano compacto Hausdorff, entonces G es metrizable
si y sólo si G# es numerable; G es conexo si y sólo si G# es libre de
torsión. Así, cualquier grupo compacto abeliano puede caracterizarse
mediante propiedades puramente algebraicas de su grupo dual discreto.

En la teoría algebraica de grupos, los grupos cíclicos desempeñan
un papel muy importante. Como se verá, lo mismo ocurre para los
grupos topológicos.

Un grupo topológico se llama monotético si tiene un subgrupo
cíclico denso.

Por ejemplo, el grupo T es monotético y todas las potencias finitas
de este grupo también lo son.

El siguiente teorema es importante por sí mismo y además es el
primer paso en el desarrollo de la teoría de la dualidad.

Teorema 2.4.1. Sea G un grupo monotético localmente compacto.
Entonces G es compacto o G es topológicamente isomorfo al grupo
discreto Z.

Demostración. Si G es un grupo discreto, entonces G = Z o G es un
grupo cíclico finito y por lo tanto compacto. Debemos entonces probar
que G es compacto si no es discreto.

Suponga que G no es discreto. Entonces G es infinito, y sea H un
subgrupo cíclico denso de G; digamos que el subgrupo H está generado
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por x, es decir, H = hxi, el cual es no discreto e infinito. Note que
ambos grupos, G y H, son abelianos.

Sea V una vecindad simétrica y abierta de la identidad en G con
V compacta. Si g 2 G, entonces V + g contiene a kx para alguna
k 2 Z. Por lo tanto, existe una vecindad simétrica W de eG en G tal
que (g � kx) +W ✓ V . Como G no es discreto, W contiene un número
infinito de nx y dado que W es simétrico, �nx 2 W si nx 2 W . Así,
existe una j < k tal que jx 2 W . Hagamos i = k � j. Entonces i > 0
y g � ix = g � kx + jx 2 (g � kx) + W ✓ V . Esto demuestra que
G =

S
i<!(ix + V). Ya que V es compacto en G, tenemos

V ✓
N[

i=1

(ix + V), para alguna N > 0. (2.1)

Sea g 2 G un elemento arbitrario y sea n = n(g) el número
natural positivo más peque¤o tal que g 2 nx + V . De 2.1 obtenemos
nx � g 2 ix + V , donde 0 < i  N. Entonces g 2 (n � i)x + V y por
la definición de n concluimos que n  i. Note que el conjunto V es
simétrico al ser la cerradura de un conjunto simétrico V . Así, para cada
g 2 G, n(g)  N, lo cual significa que

G =
N[

i=1

(ix + V),

una unión finita de subconjuntos compactos, y de aquí se deduce la
compacidad de G. ⇤

En el segundo paso del desarrollo de la teoría de la dualidad de
Pontryagin-Van Kampen se obtiene el siguiente teorema, el cual describe
la forma o estructura de los grupos abelianos localmente compactos
que son generados por un subconjunto compacto. Esto nos da una
primera etapa hacia la generalización topológica de un teorema bien
conocido, el cual afirma que todo grupo abeliano generado por un
subconjunto finito se puede expresar como el producto directo de
grupos cíclicos.

Teorema 2.4.2. Todo grupo abeliano localmente compacto y com-
pacto generado G es topológicamente isomorfo al producto Rm⇥Zk⇥F,
donde m, k 2 N, F un grupo compacto y Z discreto.



Capítulo3
Grupos metrizables y seudonormas

En este capítulo estudiaremos el concepto de seudonorma en
grupos topológicos, de gran importancia para el resto del libro porque
proporciona métodos alternativos para abordar algunos temas básicos,
como la metrización de grupos y la definición de topologías en grupos
libres. En ambos casos se puede caracterizar la familia de vecindades
de la identidad en términos de seudonormas. Además, en este capítulo
demostraremos, como consecuencia de que la topología de un grupo se
puede generar con seudonormas, algunos resultados sobre metrización
de grupos topológicos.

3.1. Seudonormas

Comenzamos con la definición y las propiedades elementales de
las seudonormas.

Sean G un grupo y N una función de valores reales no negativos
definida en G. Diremos que N es una seudonorma en G si cumple las
condiciones siguientes:

i ) Si e es la identidad del grupo G, entonces N(e) = 0.

ii ) Si x y y son elementos arbitrarios de G, entonces

N(xy�1)  N(x) + N(y).

Si además se cumple la condición N(x) 6= 0 para todo x 6= e, entonces
diremos que N es una norma en G.

Las siguientes propiedades se deducen fácilmente a partir de la
definición de seudonorma.

Lema 3.1.1. N(x) � 0 y N(x) = N(x�1) para x 2 G arbitrario.

Demostración. Si sustituimos x = e en (ii) de la definición,
obtenemos N(y�1)  N(e) + N(y) = N(y). De manera similar, podemos
obtener N(y)  N(y�1), de donde se deduce que N(y�1) = N(y). ⇤

Además, de la propiedad (ii) y el lema 3.1.1 podemos deducir el
siguiente lema, cuya demostración se deja como ejercicio al lector.

35
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Lema 3.1.2. Si N es una seudonorma en el grupo G, entonces

N(xy)  N(x) +N(y), para cualesquier x,y 2 G.

Lema 3.1.3. Si N es una seudonorma en el grupo G, entonces

|N(x)�N(y)|  N(x�1y), para cualesquier x,y 2 G.

Demostración. Es fácil ver, mediante una aplicación del lema 3.1.2
a y = x(x�1y) y x = y(x�1y)�1 y de la propiedad (ii), que

N(y)  N(x) +N(x�1y),

N(x)  N(y) +N(x�1y),

de donde obtenemos

N(y)�N(x)  N(x�1y),

N(x)�N(y)  N(x�1y).

De estas desigualdades obtenemos |N(y)�N(x)|  N(x�1y). ⇤
Las demostraciones (fáciles) de los dos lemas siguientes se dejan

como ejercicio al lector.

Lema 3.1.4. El producto de una seudonorma en G por un número
real no negativo es una seudonorma en G.

Lema 3.1.5. La suma de dos seudonormas de un grupo G también
es una seudonorma de G.

El siguiente lema nos proporciona un método para definir una
seudonorma a partir de una función.

Lema 3.1.6. Si f es una función real acotada cuyo dominio es el
grupo G, entonces la función N en G definida por

N(x) = sup
y2G

|f (yx)� f (y)|, (x 2 G)

es una seudonorma en G.

Demostración. Es evidente que N(e) = 0. Por otro lado, tenemos
que

N(xy�1) = sup
z2G

|f (zxy�1)� f (z)|

 sup
z2G

�
|f (zxy�1)� f (zx)| + |f (zx)� f (z)|

�

 sup
z2G

|f (zxy�1)� f (zx)| + sup
z2G

|f (zx)� f (z)|

= sup
t2G

|f (ty�1)� f (t)| + sup
z2G

|f (zx)� f (z)|

= N(y�1) +N(x).
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Además, si definimos z = yx�1, entonces

N(x�1) = sup
y2G

|f (yx�1)� f (y)| = sup
z2G

|f (z)� f (zx)| = N(x).

En consecuencia, aplicando esta última igualdad con y en lugar
de x, tenemos que N(xy�1)  N(y�1) + N(x) = N(y) + N(x). La
función N cumple entonces las condiciones (i) y (ii) de la definición de
seudonorma. ⇤

Lema 3.1.7. Sean ' un homomorfismo del grupo G al grupo H y P
una seudonorma en H; entonces la función P � ' es una seudonorma
en G.

La demostración del lema anterior se deja como ejercicio al lector.
Sean G un grupo y N una seudonorma en G. Diremos que N es

una seudonorma invariante si N(x) = N(y�1xy) para cualesquier x y y
en G.

Observe que si sustituimos x por yx en la definición, obtenemos
la siguiente condición equivalente para seudonormas invariantes:

N(xy) = N(yx) para cualesquier x y y en G.

Hasta ahora sólo hemos considerado grupos sin estructura topológ-
ica. En lo sucesivo consideraremos grupos topológicos y seudonormas
continuas. Una seudonorma es continua si es continua como función
de G ⇥ G a R. El siguiente resultado es una consecuencia sencilla
del hecho de que para toda a en un grupo topológico G la función
definida por x 7! a�1xa es un automorfismo continuo de G, y de que
la composición de funciones continuas es continua.

Lema 3.1.8. Si a 2 G y N es una seudonorma continua en el grupo
G, entonces la seudonorma Na en G definida por la fórmula

Na(x) = N(a�1xa), (x 2 G)

también es una seudonorma continua en G.

Demostración. Para e, la identidad de G, tenemos Na(e) =
N(a�1ea) = N(e) = 0. Si x y y son elementos de G, entonces

Na(xy�1) = N(a�1xy�1a) = N(a�1xaa�1y�1a)

= N
�
(a�1xa)(a�1ya)�1

�

 N(a�1xa) +N(a�1ya) = Na(x) +Na(y),

es decir, Na es una seudonorma que además es continua porque es la
composición de las funciones continuas N y 'a : G ! G, donde 'a
está definida por 'a(x) = a�1xa. ⇤



38 3. GRUPOS METRIZABLES Y SEUDONORMAS

El siguiente resultado establece la continuidad de una seudonorma
a partir de su continuidad en la identidad del grupo. Como ya vimos en
el capítulo 1, este resultado también es válido para homomorfismos.

Lema 3.1.9. Una seudonorma N en un grupo topológico G es
continua si y sólo si dado un número positivo " existe una vecindad
U del elemento unitario eG tal que para todo punto x de la vecindad U,

N(x) < ".

Esto es, si N es continua en eG, esta seudonorma es continua en todo el
grupo.

Demostración. Si la seudonorma N es continua, entonces, en
particular, es continua en la identidad de G, es decir, para todo número
positivo " existe una vecindad U del punto eG tal que

|N(x)�N(e)| < "

para todo x 2 G. Por lo tanto, la desigualdad se deduce de que N(e) = 0.
Por otro lado, supongamos que N satisface la condición enunciada

en este lema. Sea z un elemento arbitrario de G y sea " un número
positivo. Existe una vecindad U de e tal que N(x) < " para cada x 2 U.
El conjunto zU es una vecindad de z. Si y 2 zU, entonces z�1y 2 U, de
donde N(z�1y) < "; por lo tanto,

|N(z)�N(y)| < ",

lo cual significa precisamente que N es continua en z. ⇤

En el siguiente lema, que es muy importante por sus consecuencias,
utilizaremos la siguiente notación, donde N es una seudonorma
definida en un grupo topológico G.

BN(") = {x 2 G : N(x) < "}

Lema 3.1.10. Supongamos que {Ui}1i=0 es una sucesión decreciente
de vecindades simétricas de la identidad de un grupo topológico G tales
que

U2
i+1 ✓ Ui,

y entonces podemos definir en el grupo G una seudonorma N tal que

BN( 1
2i ) ✓ Ui ✓ BN( 1

2i�1 ) para todo i 2 N. (3.1)

Si los conjuntos de esta sucesión poseen además la propiedad

y�1Uiy = Ui para y 2 G e i 2 N arbitrario

entonces se puede definir la seudonorma N de manera que sea
invariante.
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Demostración. Primero construiremos por inducción una familia
de vecindades de la identidad comenzando con U(1) = U0. Luego
definimos las vecindades U(m2n ), en donde n es fijo ym = 1, 2, 3, . . . ,2n,
de la siguiente manera:

U
�

1
2n+1

�
= Un+1, (3.2)

U
�

2m+1
2n+1

�
= U

�m
2n

�
Un+1, (m = 1,2, . . . ,2n � 1). (3.3)

Hemos definido por inducción un sistema de vecindades de la
identidad U(r), en donde r recorre todas las fracciones diádicas
positivas. Además, definimos

U
�m

2n
�

= G para m > 2n. (3.4)

Ahora probaremos por inducción que

U
�m

2n
�
U

�
1

2n
�
✓ U

�m+1
2n

�
(3.5)

En efecto, si m � 2n, entonces esta relación se deduce directamente de
3.4. Cuando n = 1 tenemos

U
�

1
2

�
U

�
1
2

�
= U1U1 ✓ U0 = U(1).

Ahora tomaremos dos casos: m par y m impar. Supongamos
primero que m = 2k, donde k es un entero positivo, y que la relación
vale para p < n, entonces en virtud de las relaciones 3.1.10, 3.2 y 3.3
tenemos que

U
�m

2n
�
U

�
1

2n
�

= U
� k

2n�1

�
Un = U

�
2k+1
2n

�
= U

�m+1
2n

�
;

y si ahora m = 2k + 1,

U
�m

2n
�
U

�
1

2n
�

= U
�

2k+1
2n

�
Un = U

� k
2n�1

�
UnUn ✓ U

� k
2n�1

�
Un�1

= U
� k

2n�1

�
U

�
1

2n�1

�
✓ U

� k+1
2n�1

�
= U

�m+1
2n

�
.

Con esto terminamos la verificación de 3.5.
Supongamos que tenemos un par de fracciones diádicas tales que

0 < r < s. Entonces podemos suponer que r = k
2n y s = m

2n , donde
k < m, por lo tanto, de 3.5 y 3.2 se deduce que U(r) ✓ U(s). Sea ahora
x 2 G, y definimos f (x) como la máxima cota inferior de todas las
fracciones r para las cuales x 2 U(r). Como U(r) = G si r > 1, entonces
f (x)  1 para todos los elementos de G. De la definición de f vemos
que si f (x) < r, entonces x 2 U(r). Puesto que e 2 U( 1

2n ) para todo
n 2 N+, deducimos que f (e) = 0.

Como la función f (x) está acotada en G, podemos, de acuerdo
con el lema 3.1.6, definir la seudonorma N en el grupo G mediante la
fórmula

N(x) = sup
y2G

|f (yx)� f (y)|,

y probaremos que esta seudonorma cumple con la condición 3.1.10.
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En efecto, si N(x) < 1
2i para alguna x de G, entonces, como f (e) = 0,

obtenemos, debido a la definición de la seudonorma N,

f (x) = |f (ex)� f (e)|  N(x) <
1
2i
.

De acuerdo con la observación mencionada antes, se deduce que

x 2 U
�

1
2i

�
= Ui,

y, por lo tanto,
BN

�
1
2i

�
✓ Ui.

Por otro lado, si x 2 Ui y y es un elemento arbitrario de G, se puede
hallar un número natural k � 1 tal que

k� 1
2i

 f (y) <
k
2i
.

Sin embargo, de acuerdo con la observación anterior, tenemos que

y 2 U
� k

2i
�
,

y, por tanto,
yx 2 U

� k
2i

�
Ui, yx�1 2 U

� k
2i

�
U�1
i ;

como la vecindad Ui es simétrica, y de 3.2 y 3.5, obtenemos

yx 2 U
�k+1

2i
�
, yx�1 2 U

�k+1
2i

�
.

En consecuencia,

f (yx)  k + 1
2i

,

f (yx�1)  k + 1
2i

.

Sin embargo,

f (yx)� f (y)  k + 1
2i

� k� 1
2i

=
1

2i�1
,

f (yx�1)� f (y)  k + 1
2i

� k� 1
2i

=
1

2i�1
.

Las relaciones anteriores valen para y arbitrario en G y, por lo
tanto, sustituyendo yx en lugar de y en la segunda, obtenemos

f (y)� f (yx)  1
2i�1

,

y por consiguiente,

|f (yx)� f (y)|  1
2i�1

para y 2 G arbitrario, de donde

N(x)  1
2i�1

,
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y de esta forma
Ui ✓ BN

�
1

2i�1

�
,

con lo cual hemos demostrado la validez de la relación 3.1 para la
seudonorma N. La misma condición 3.1 implica que N es continua en
la identidad e del grupo G, y por el lema 3.1.9 N es continua en todo el
grupo G.

Por último, observemos que si el conjunto Ui (i = 0,1 . . . ) cumple la
condición 3.1.10, entonces esta misma condición la cumplen todos los
conjuntos U(r) definidos inductivamente según las fórmulas 3.2, 3.3 y
3.4. No obstante, para la función f definida antes tenemos

f (y�1xy) = f (x) para cualesquier x,y 2 G.
En consecuencia,

N(y�1xy) = sup
z2G

|f (zy�1xy)� f (z)|

= sup
z2G

|f (yzy�1x)� f (yzy�1)| = N(x).

Como z recorre todos los elementos del grupo G, yzy�1 también
recorre todos los elementos del grupo G. De esta forma, en el caso
especial que consideramos, la seudonorma N es invariante y el lema
3.1.10 queda demostrado. ⇤

El siguiente resultado dice que la topología de un grupo se puede
definir mediante seudonormas continuas. Lo aplicaremos para probar
que todo grupo topológico es completamente regular (Teorema 3.1.12
y todo grupo primero numerable es metrizable (Teorema 3.2.2).

Teorema 3.1.11. Sea G un grupo topológico y U una vecindad
de la identidad de G. Entonces, en el grupo topológico G existe una
seudonorma continua N tal que el conjunto

UN = {x 2 G : N(x) < 1}
está contenido en la vecindad U:

UN ✓ U.

Demostración. Si suponemos que U0 = U \ U�1, tomemos una
sucesión {Ui : i 2 N} de vecindades simétricas de la identidad en el
grupo G que cumple la condición 3.1.10 del lema 3.1.10. De acuerdo
con esto, en el grupo G existe una seudonorma continua N tal que

BN
�

1
2i

�
✓ Ui ✓ BN

�
1

2i�1

�
para todo i 2 N. (3.6)

Para i = 0 deducimos de 3.6

UN = BN(1) ✓ U,
y por lo tanto UN ✓ U. ⇤
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Como se sabe, existen espacios topológicos Hausdorff no regulares
y además hay espacios regulares Hausdorff que no son completamente
regulares. La presencia de la estructura de grupo impide estas
situaciones: todo grupo topológico Hausdorff es regular. A partir
del teorema 3.1.11, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.1.12. Todo grupo topológico es completamente regular.

Demostración. Sea x un elemento arbitrario y U una vecindad de
este elemento en el grupo topológico G. Debemos mostrar la existencia
de una función continua f en G tal que f (x) = 0 y

{y 2 G : f (y) < 1} ✓ U.

Con este fin, consideremos la vecindad x�1U de la identidad en el
grupo G. Por el teorema 3.1.11, en el grupo G existe una seudonorma
continua N tal que BN(1) ✓ x�1U. Sin embargo, la función f definida
por la fórmula f (y) = N(x�1y) es continua en G, f (x) = 0 y de
f (y) < 1 se deduce que x�1y 2 x�1U; por lo tanto, y 2 U, es decir,
{y 2 G : f (y) < 1} ✓ U, que es lo que se queŕıa demostrar. ⇤

Otra consecuencia importante del teorema 3.1.11 es que la
topología de cualquier grupo topológico se puede generar mediante
una familia de seudonormas. En efecto, si U es cualquier vecindad de
la identidad, por el teorema 3.1.11 existe una seudonorma continua N
tal que UN ✓ U. Esto implica que todas las vecindades de la identidad
se pueden generar mediante alguna seudonorma continua.

3.2. Metrizabilidad

Ahora estudiaremos grupos que cumplen con el primer axioma de
numerabilidad y su relación con la existencia de métricas invariantes
por un lado en grupos topológicos.

Sea G un grupo con una métrica ⇢. La métrica ⇢ es invariante por
la izquierda si la relación

⇢(zx, zy) = ⇢(x,y)

se cumple para cualesquier x, y y z elementos de G. De una manera
similar se define una métrica invariante por la derecha. Una métrica en
el grupo G que es simultáneamente invariante por la izquierda y por la
derecha recibe el nombre de métrica invariante.

Sea G un grupo topológico con una métrica continua ⇢. Diremos
que ⇢ genera la topología de G si la familia {O⇢(x, ") : x 2 G, " > 0} es
una base para la topología original de G, donde

O⇢(x, ") = {y 2 G : ⇢(y,x) < "} para x 2 G y " > 0.
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Si en un grupo topológico G existe una métrica invariante por la
izquierda ⇢ que genera su topología, entonces en este grupo existe
una métrica invariante por la derecha ⇢1 que genera la topología de G
definida por la fórmula

⇢1(x,y) = ⇢(x�1, y�1).

El recíproco también es válido.
En los siguientes resultados relacionaremos los conceptos de

métrica y norma. Para ello, las métricas invariantes por algún lado
son las más adecuadas, y más aún las métricas invariantes porque
existe una relación sencilla entre éstas y las normas en un grupo
topológico. Sea ⇢ una métrica continua invariante por la derecha en
grupo G; entonces la función

N(x) = ⇢(x, e) (3.7)

es una norma continua en el grupo G. En efecto, es evidente que
N(e) = 0 y

N(xy�1) = ⇢(xy�1, e) = ⇢(x,y)

 ⇢(x, e) + ⇢(y, e) = N(x) +N(y).

Por último, si x 6= e, entonces N(x) = ⇢(x, e) > 0. La continuidad de
N es evidente.

Ahora demostraremos un teorema sobre metrización de grupos
topológicos. Por supuesto, un espacio topológico metrizable cumple
con el primer axioma de numerabilidad. En general, la afirmación
inversa no es verdadera. Existen espacios no metrizables que son
normales y cumplen el primer axioma de numerabilidad, por ejemplo
la flecha de Sorgenfrey (véase el Ej. 1.5.17 de [32]). Si se trata de grupos
topológicos, la afirmación inversa es verdadera.

Teorema 3.2.1. Todo grupo topológico G que cumple el primer
axioma de numerabilidad posee una métrica continua invariante por la
derecha que genera la topología de G.

Demostración. Si G es un grupo topológico que cumple con el
primer axioma de numerabilidad, entonces existe una base numerable
{Vi : i 2 N} de la identidad e del grupo G. Se puede elegir como sistema
de vecindades de la identidad de G una sucesión de conjuntos abiertos
{Ui : i 2 N} tales que

U�1
i = Ui, y U2

i+1 ✓ Ui \ Vi para todo i 2 N.
Por el lema 3.1.10, para esta sucesión existe una norma N continua

tal que
On(e) = {x 2 G : N(x) < 1

2n } ✓ Un, n 2 N.
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Como On ✓ Un ✓ Vn, la familia {On : n 2 N} es una base de
vecindades de la identidad deG. Es fácil ver que la función ⇢ : G⇥G! R
definida por ⇢(x,y) = N(xy�1) es una métrica continua invariante por
la derecha en el grupo G. Por ello, la familia {On(e) : n 2 N} forma
una base de vecindades de la identidad de G, y al ser ⇢ invariante por
la derecha concluimos que la métrica ⇢ genera la topología de este
grupo. ⇤

El conjunto A en el grupo G se llama invariante si para cualquier
elemento x del grupo G se cumple la igualdad

x�1Ax = A.

Teorema 3.2.2. Un grupo topológico que cumple el primer axioma
de numerabilidad posee una métrica invariante que genera su topología
si y sólo si este grupo posee una base de vecindades de la identidad
formada por conjuntos invariantes.

Demostración. Si ⇢ es una métrica invariante del grupo G que
genera la topología de este grupo, entonces como

⇢(x, e) = ⇢(y�1xy, eG), para cualesquier x,y 2 G,
el conjunto abierto U" de los elementos x de G para los cuales
⇢(x, eG) < ", es invariante respecto a los automorfismos internos del
grupo G. La familia de conjuntos {U1/n : n 2 N} forma una base de
vecindades de la identidad mencionada en el teorema.

Recíprocamente, sea G el grupo que posee una base de vecindades
de la identidad {Ui : i 2 N}, cuyos conjuntos son invariantes. Sin
perder generalidad, podemos suponer que

U�1
i = Ui, Ui+1Ui+1 ✓ Ui (i = 0,1,2, . . . ).

De acuerdo con el lema 3.1.10, en el grupo G existe una norma
invariante N continua que cumple la condición 3.1 de aquel lema. La
métrica en el grupo G definida con esta norma mediante la fórmula
⇢(x,y) = N(xy�1) será la métrica invariante buscada. ⇤

Por medio de la caracterización de la clase de los grupos metrizables
dada en el teorema 3.2.1, probaremos que esta clase es cerrada al tomar
ciertos cocientes.

Teorema 3.2.3. Si H es un subgrupo normal cerrado de un grupo
topológico G y los grupos H y G/H cumplen con el primer axioma de
numerabilidad, entonces G cumple el primer axioma de numerabilidad.

Demostración. Sean

V1 ◆ V2 ◆ · · · ◆ Vn ◆ · · ·
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una base numerable de vecindades de la identidad de H y

U1 ◆ U2 ◆ · · · ◆ Un ◆ · · ·
una base numerable de vecindades de la identidad de G/H tales que

V2
n+1 ✓ Vn y U2

n+1 ✓ Un, n = 1,2, . . .

Para cada n 2 N existe una vecindad de la identidad Wn del grupo
G tal que

Wn \ (H \ Vn) = ?, W�1
n = Wn y W2

n ✓ Wn�1 (n � 1),

donde es fácil ver que

Wn+1 · (H \ Vn) \Wn+1 = ?.
Si ⇡ : G ! G/H es el homomorfismo natural entre G y G/H,

definimos
W 0
n =

�
G \Wn+1 · (H \ Vn)

�
\ ⇡�1(Un)

y

U0n =
n\

i=1

W 0
n.

El conjunto U0n es abierto en G y contiene la identidad del grupo G.
Mostraremos que estos conjuntos forman una base de vecindades de la
identidad del grupo G.

Sea U una vecindad arbitraria de la identidad en G y sea V una
vecindad de la identidad tal que V2 ✓ U. Entonces existe m tal que
Vm ✓ V\H y existe l tal que l > m y Ul ✓ ⇡(V\Wm+1). Demostraremos
que U0l ✓ U. En efecto,

U0l ✓ W 0
l \W 0

m ✓ ⇡�1(Ul) \ [G \Wm+1 · (H \ Vm)]

✓ (V \Wm+1) ·H \ [G \Wm+1 · (H \ Vm)]

✓ (V \Wm+1) ·H \ [G \ (V \Wm+1) · (H \ Vm)]

= (V \Wm+1) ·H \ (V \Wm+1) · (H \ Vm)]

✓ (V \Wm+1) · Vm ✓ (V \Wm+1) · V ✓ V2 ✓ U. ⇤
Podemos formular el teorema 3.2.3 en una forma equivalente:

Teorema 3.2.4. Si H es un subgrupo normal cerrado de un grupo
topológico G y los grupos H y G/H son metrizables, entonces G es
metrizable.

Además, el teorema anterior es válido en el caso en que H no es
normal en G (y por lo tanto G/H es un espacio cociente, no un grupo).
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